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1. Introduction 



Fixons p un nombre premier, k un corps parfait de caracteristique p > 0, 
W = W{k) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans /c, Kq = Frac(VF), 
K une extension finie totalement raniifiee de Kq de degre e > 1, Ok I'anneau 
des entiers de K, K une cloture algebrique de K, Oj^ I'anneau des entiers de 
K et TT une uniformisante de Ok. Tous les schemas en groupes consideres sont 
commutatifs. On appelle parfois p-groupe un schema en groupes commutatifs 
annules par une puissance de p. 

Le but de cet article est de donner une classification, pour p / 2 mais 
sans restriction sur la ramification e, des groupes p-divisibles sur Ok et des 
p-groupes finis et plats sur Ok, puis d'appliquer cette classification pour 
demontrer dans le cas oii A; C Fp (et p 7^ 2) la conjecture de Fontaine qui 
dit qu'une representation p-adique de Gal(i^/i^) est cristalline a poids de 
Hodge- Tate dans {0, 1} si et seulement si elle provient d'un groupe p-divisible 
sur Ok (cf. th. 1.4 ci-dessous). 

II y a un pen plus de vingt ans, J.-M. Fontaine a classifie tous les groupes 
p-divisibles sur Ok pour e < p — 2 et tous les groupes p-divisibles connexes sur 
Ok pour e = p — 1 ([Fol], [Fo3]) ainsi que tous les p-groupes finis et plats sur 
W annules par une puissance de p ([Fo2]) au moyen de ce qu'il a appele des 
"systemes de Honda". Pour e = 1, cette classification a ete traduite quelques 
annees apres en termes de modules filtres dans [FL, 9]. Recemment, Con- 
rad ([Co]) a etendu la classification par les systemes de Honda de [Fo2] aux 
p-groupes finis et plats sur Ok pour e < p — 2 (et pour e < p — 1 si I'on se 
restreint a des p-groupes connexes). Dans ce travail, nous generalisons la clas- 
sification en termes de modules filtres de [FL] au cas p 7^ 2 et e quelconque en 
donnant une construction directe a partir des schemas en groupes de modules 
filtres "generalises" . Avant de donner plus de precisions, signalons que les dif- 
ficultes dans le cas e > p — 1 sont de deux types par rapport au cas e < p — 2: 
d'une part la categorie des p-groupes finis et plats sur Ok n'est plus abelienne, 
d'autre part le foncteur "fibre generique" de la categorie des p-groupes finis 
et plats sur Ok dans celle des p-groupes sur K n'est plus pleinement fidele 
(par exemple, la representation galoisienne associee a un p-groupe sur Ok ne 
detecte plus toutes les torsions "a la Tate"). II faut done s'abstraire totalement 
des representations galoisiennes dans la construction de la classification. 

Soient u une indeterminee, S le complete p-adique de I'enveloppe aux 
puissances divisees de W[u] par rapport a I'ideal engendre par le polynome 
minimal de vr sur Kq et Fil S le complete p-adique de cet ideal a puissances 
divisees. Les modules filtres "generalises" consideres ici sont des S'-modules 
de type fini M munis de structures additionnelles: un sous-S'-module Fil A4 
contenant Fil 5" • A^ et une application "semi-lineaire" 0i : Fil M ^ M dont 
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I'image engendre A4 sur S (voir (2.1.1) pour plus de details). Disons qu'un 
tel module A4 est fortement divisible s'il est libre sur S et si A4/Fil^A4 est 
sans p-torsion (cf. 2.1.1.8). Un des resultats principaux de cet article est (cf. 
theoreme 4.2.2.9): 

Theoreme 1.1. Supposons p ^ 2, il y a une anti- equivalence de categories 
entre la categoric des groupes p-divisibles sur Ok et la categoric des modules 
fortement divisibles. 

Comme ces modules fortement divisibles sont automatiquement "filtered 
free" au sens de [Fa2, 3] (2.1.1.9), I'existence d'un foncteur associant a un 
groupe p-divisible sur Ok un tel module etait deja connue de Faltings [Fa2, 6]. 
Le theoreme (1.1) se deduit, par passage a la limite, de theoremes de classifi- 
cation sur les p-groupes finis et plats sur Ok- Le premier de ces theoremes est 
le suivant (cf. theoreme 3.3.7): 

Theoreme 1.2. Supposons p ^ 2, il y a une anti- equivalence de categories 
entre la categoric des schemas en groupes finis et plats sur Ok annules par p et 
la categoric des objets (A^jFil 7V4,(/)i) oil Ai est un S/pS-module libre de type 
fini, Fil^^Vf un sous S/pS-modulc contenant Y\V-S ■ M. et (pi une application 
^^semi-lineaire" de Fil M dans A4 dont Vimagc engendre M sur S/pS. 

Pour prouver (1.2), on utilise la topologie syntomique (sur Spec(C'i^)), 
introduite par B. Mazur dans [Ma] et utilisee pour la premiere fois par Fontaine 
et Messing dans [FM]. Une des raisons en est que le topos syntomique est tres 
pratique pour definir et manier I'operateur (pi. La premiere partie de la preuve 
consiste a associer a un objet (A^,Fil A4,(/>i) comme en (1.2) un faisceau en 
groupes canonique sur le site syntomique de Spec(Ox) et a montrer que ce 
faisceau est representable (3.1). La deuxieme partie consiste a associer un 
objet du type (A^, Fil^A^, (pi) a un schema en groupes tues par p et a montrer 
que M. est bien libre sur S/pS et que I'image de (pi engendre bien M. (3.2). 
File utilise de fagon cruciale plusieurs resultats de Berthelot, Breen et Messing 
([BBM]), valables souvent dans des situations plus generales. Par exemple, 
le module M s'interprete comme revaluation du cristal de Berthelot-Breen- 
Messing associe au schema en groupes sur I'epaississement a puissance divisees 
S'i>e(z{0 K / pO k) ^^ Spec{S/pS) associe au choix de vr, il ne depend en par- 
ticulier que de la reduction modulo p du schema en groupes, de meme que 
Fil M. Par contre, I'operateur (pi, qui doit etre pense comme "-" ou comme 
un "inverse" du Verschiebung, depend de la reduction modulo p'^ du schema en 
groupes (alors que le Verschiebung ne depend que de la reduction modulo p) . 
Ces techniques syntomiques appliquees a I'etude des schemas en groupes etaient 
connues de Fontaine et Messing dans le cas e = 1 ([Fo4]). 
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Le theoreme 1.2 se generalise par devissage au cas des p-groupes finis 
et plats sur Ok en associant a de tels schemas en groupes certains objets 
{M-,Fil^A4,cl)i) definis comme "extensions successives" d'objets annules par p 
du type (1.2), voir le theoreme 4.2.1.6 pour un enonce precis. Nous n'avons pas 
cherche a rendre ces S'-modules plus explicites dans le cas general (ce qu'il sera 
peut-etre interessant de faire un jour), mais seulement dans le cas particulier 
important suivant (cf. theoreme 4.2.2.5): 

Theoreme 1.3. Supposons p ^ 2, il y a une anti- equivalence de categories 
entre la categoric des p-groupes finis et plats sur Ok dent le noyau de la 
multiplication par p" est encore plat pour tout n ct la categoric des objets 
(Al, Fil A4,(j)i) ou A4 est un S-module de la forme (Bi£iS/p"'^S pour I fini ct 
Ui € N*, Fil M. un sous S-module contcnant Fil S ■ A4. ct (j)i une application 
^^ semi-lineaire''' de Fil^'^A^ dans Ai dont Vimage engendre M. sur S. 

Par des resultats de Raynaud, la condition de platitude ci-dessus est au- 
tomatique si e < p — 1, de sorte que dans ce cas, (1.3) fournit une nouvelle 
classification explicite de tons les p-groupes finis et plats. Cette condition est 
aussi satisfaite par tons les p-groupes provenant du noyau de la multiplication 
par une puissance de p sur les schemas abeliens sur Ok- 

Les classifications precedentes presentent I'avantage de s'inserer naturelle- 
ment dans une theorie plus vaste (voir [FL], [Br3], [Br5] ou la derniere partie) 
dont le but est la construction et I'etude de certaines representations galoi- 
siennes p-adiques ou de p-torsion, theorie qui, dans le cas present, redonne 
la representation associee aux points a valeurs dans K du schema en groupes. 
Signalons que plusieurs questions restent a traiter pour avoir une vision 
complete de la situation: etendre ces classifications au cas p = 2 quitte a se 
restreindre a des groupes connexes, expliciter cote S'-modules les manipulations 
classiques des schemas en groupes finis et plats (changement de base, dualite 
de Cartier), faire le lien direct avec les systemes de Honda pour e < p — 2 (clas- 
sification de Fontaine et Conrad). En ce qui concerne les groupes p-divisibles, 
Zink a recemment fait le lien entre la classification (1.1) et la sienne ([Zil]) tout 
en generalisant (1.1) et en incluant pour p = 2 le cas des groupes 2-divisibles 
connexes (voir [Zi2]). D'autres directions de generalisation sont encore pos- 
sibles (voir la fin de (4.2.2)). 

Dans la derniere partie, on combine le theoreme (1.1) precedent avec les 
resultats de [Br5] pour demontrer (cf. theoreme 5.3.2): 

Theoreme 1.4. Supposons p 7^ 2, A; C Fp et soit V une representation 
p-adique cristalline de Gsd{K / K) a poids dc Hodge-Tate entre et 1. Alors il 
cxiste un groupe p- divisible H sur Ok tcl que V ~ TpH (8)2 Qp oil TpH est le 
module de Tate de H. 
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Cela resoud, pour p ^ 2 et k Q Fp, une conjecture de Fontaine [Fo3]. 
Ce theoreme n'etait connu jusqu'a present que pour e < p (mais sans restric- 
tion sur le corps residuel, cf. [Lafl]). L'auteur s'excuse de n'etre pas arrive a 
remplacer "fc C Fp" par "A; parfait". L'hypothese "A; C Fp" est neanmoins sa- 
tisfaite dans la plupart des applications. Quant a l'hypothese p ^ 2, on devrait 
pouvoir s'en debarrasser en utilisant I'extension de (1.1) au cas des groupes 
2-divisibles connexes due a Zink (cf. precedemment), le coroUaire (1.12) de 
[Laf2] et une generalisation au cas "FiP~ " des resultats de [Br5] et de la 
derniere section (et un peu de courage). Signalons que la meme methode de 
preuve fournit egalement (cf. theoreme 5.2.4): 

Theoreme 1.5. Supposons k C Fp et soit D un {(f>, N)-module filtre 
faiblement admissible de Fontaine tel que Fil (D (^^Kq K) = D C^Sirq ^ ^^ 
FiF~ [D CiSiRo ^) ~ 0' alors D est admissible. 

Ce dernier resultat vient d'etre obtenu sans la restriction sur la filtration et 
pour k parfait par Colmez et Fontaine ([CF]) grace a des techniques p-adiques 
differentes introduites par J.-M. Fontaine. Enfin, un corollaire interessant de 
(1.4) est (cf. corollaire 5.3.4): 

Corollaire 1.6. Supposons p ^ 2 et k CL Fp. Soient A une variete 
abelienne definie sur K et Vp{A) son module de Tate tensorise par Qp. Alors 
A a reduction semi-stable {resp. bonne reduction) sur Ok si et seulement si 
Vp{A) est une representation semi-stable {resp. cristalline) de Gal{K/K). 

Plusieurs cas de ce corollaire etaient deja connus, voir la derniere section. 

Cet article est une compilation remaniee des deux prepublications [Brl] 
et [Br6]. Un court resume de [Brl], i.e. des parties 2 a 4, a ete public dans 
[Br2]. L'auteur tient a remercier J.-M. Fontaine pour toutes ses remarques, 
W. Messing pour ses explications sur la theorie de Dieudonne cristalline, M. 
Raynaud pour ses reponses a plusieurs questions et A. Tamagawa et T. Tsuji 
pour lui avoir signale le corollaire ci-dessus. 

Signalons enfin qu'une variante de (1.2) a trouve une jolie application dans 
[BCDT]. 



2. Preliminaires 

On introduit les objets etudies: categories de modules, schemas en groupes 
finis et plats, faisceaux O™'^ et J^^% et on donne quelques premieres pro- 
prietes. 

2.1. Les categories de modules. On suppose p 7^ 2. On introduit plusieurs 
categories de modules dont on etudie en detail les objets annules par p. 
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2.1.1. Definitions des categories. Soit W[u] I'anneau des polynomes en 
rindeterminee u et s : W[u] ^> Ok I'unique surjection de W^-algebres telle 
que s{u) = TT. On a Ker(s) = {E{u)) ou E{u) est le polynome minimal sur 
Kq de I'uniformisante vr. Notons S le complete p-adique de I'enveloppe aux 
puissances divisees de W[v\ par rapport a Ker(s). Si i G N, notons q{i) le 
quotient dans la division euclidienne de i par e, on voit que S s'identifie a la 

oo i 

11'' 

sous-VF-algebre de Ko[N] formee des {y^tt^i , Wi G W, lim Wi = 0}. Soit 

^ q{i)\ i^oo 

Fil S la completion p-adique de I'ideal engendre par les ^i{E{u)) = E[uy/il 
pour i > 1, on a S'/Fil^S' ^ Ok, u ^-^ -it. On munit S de I'unique operateur 
(p semi-lineaire par rapport au Frobenius sur W et continu pour la topologie 
p-adique tel que (p{u^/q{i)\) = vP"^ /q{i)\. On verifie que (piY'il S) C pS et on 

pose 01 = — Ipiii^- Pour alleger les notations, on pose S'„ = S'/p", v = E{u) et 

c = (pi{v) G S* . On note enfin FiFS'n I'ideal de S^a engendre par I'image des 
^i{E{u)) pour i > p. 

Soit '(Mod/S) la categoric suivante: les objets sont la donnee: 

• d'un S'-module A4, 

• d'un sous-S'-module Fil M de M contenant Fil S ■ A4, 

• d'une fleche 0-semi-lineaire 0i : Fil Ai ^ M telle que pour tout 

s G Fil S", et X G M, (piisx) = (^i(s)(/>(x) oii cpix) = -cfiiivx). 

c 

Les fleches sont les morphismes S'-lineaires qui preservent Fil A4 et com- 
mutent a 0i. On note '(Mod/S*!) la sous-categorie pleine des objets tues 
par p. La categoric '(Mod/5) est munie d'une notion de suite exacte courte: 
-^ M' ^ M ^ M" -^ est une suite exacte dans '{Mod/S) si les deux 
suites de 5-modules ^ 7W' ^ 7W ^ A^" ^ et ^ Fil^X' -^ YW^M -^ 
Fil^7V4" -^ sont exactes. 

On note (Mod/^i) la sous-categorie pleine de '{Mod/ Si) formee des objets 
A4 qui verifient les deux conditions supplementaires: 

• M. est un S'l-module libre de type fini, 

• (t)i(F\V-A4) engendre A4 sur Si. 

On note {Mod/S) la sous-categorie pleine de '{Mod/S) stable par exten- 
sion engendree par (Mod/5i). Par (2.1.1.2), les objets tues par p de {Mod/S) 
sont encore les objets de {Mod/ Si). 

Lemme 2.1.1.1. Tout objet M de {Mod/S) est un S-module de type fini 
annule par une puissance de p tel que </>i(Fil Ad) engendre M sur S. 
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Preuve. Si ^ M' —> J^ ^ M." — > est une extension dans '(Mod/5) 
et si 0i(Fil M') engendre M' (resp. avec A4"), il en est encore de meme de 
M., d'oia le resultat. D 

Lemme 2.1.1.2. La categoric (Mod/S'i) est stable par extension dans 

'{Mod/ Si). 

Preuve. Si ^ M' ^ M —^ M" —^ est une extension dans '(Mod/S'i) 
et si A4' et A4" sont libres sur Si, il en est de meme de A4, d'oii le resultat 
par (2.1.1.1). D 

Soit (Mod FI/5) (Modules a "Facteurs Invariants" ) la sous-categorie pleine 
de '(Mod/S) formee des objets Ai qui verifient les deux conditions: 

• le S-module ^A est de la forme Ai ~ ©je/'5'„- pour / fini et Ui G N*, 

• cl)i(Fil^M.) engendre A4 sur S. 

Les objets tues par p de (ModFI/S") sont encore ceux de (Mod/S'i). 

Lemme 2.1.1.3. Soit M un objet de (ModFI/S), alors pour tout r G N, 
p'^Fil^A^ = Fil^M nfM. 

Preuve. Elle est repoussee a la fin de la section qui suit car elle necessite 
I'etude des objets annules par p. D 

COROLLAIRE 2.1.1.4. La categorie (ModFI/S) est une sous-categorie 
pleine de (Mod/S) (en general dijjerente si e > p — 1). 

Preuve. Par (2.1.1.3), on a Fil^M/p^Fil^M ^^ M/p^M si M est dans 
(ModFI/S), done {M/p'^M,Fil^M/p'Fil^M,(j)i) est un objet de (ModFI/S) 
pour tout r G N*. Comme {p^M.,p^Fil^A4,(f>i) est aussi un objet de 
(ModFI/S), on deduit que (ModFI/S) est une sous-categorie pleine de 
(Mod/S). Dans le cas e = p — 1, construisons un objet Ai de (Mod/S) qui 
n'est pas dans (ModFI/S). Pour e = p — 1, soient Si(l) le module SiCi 
muni de Fil Si(l) = SiCi et 4>i{ei) = cei, Si(0) le module trivial Sie2 muni 
de Fil Si(0) = Fil Si 62 et 4>i{se2) = 4>i{s)e2 si s G Fil Si, on verifie que la 
fleche Si-lineaire Si(l) —i- Si(0) induite par ei 1-^ u^e2 est un morphisme dans 
'(Mod/Si). Soit S2(l) = S2ei avec Fil S2(l) = 5*261 et 0i(ei) = cei, on definit 
^A comme le conoyau de ^ 5'i(l) — > ^2(1) © Si(0), ei 1— > pei © n*'e2 muni du 
Fil conoyau des Fil et du (pi induit [Ai est bien defini). C'est un objet de 
(Mod/S), car on a une extension dans '(Mod/S): 

-^ Si(0) ^ M ^ Si(l) ^ 



62 1-^ © 62 1-^ 



61 © 1-^ 61 

et il n'est clairement pas dans (ModFI/S). D 
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Remarque 2.1.1.5. Lorsque c = 1 modp, on verra que le morphisme 
S'i(l) -^ 'S'i(O) correspond a un morphisme non trivial de schemas en groupes 
Z/pZ ^ lip (3.1). 

Remarque 2.1.1.6. On pent montrer, par des manipulations d'algebre 
lineaire pas toujours faciles, que (ModFI/S") = (Mod/S') lorsque e < p — 2 et 
que la categorie (ModFI/5) est alors abelienne (pour ce dernier fait, la preuve 
est essentiellement la meme qu'en [Br3, 2], voir aussi (4.2.2.6)). J'ignore s'il ex- 
iste une description totalement explicite de tons les objets de (Mod/S*) lorsque 
e > p — 1 (mis a part les objets tues par p). 

Remarque 2.1.1.7. Avec les notations de [Br3], on avait ' Mq (resp. Alg, 
'M^,k^ M^,k) au lieu de '(Mod/5) (resp. (ModFI/5), '{Mod/Si), (Mod/5i)). 

On introduit enfin une derniere definition: 

Definition 2.1.1.8. On appelle module fortement divisible tout objet M. 
de '{Mod/S) verifiant les trois conditions supplementaires: 

• le S'-module A4 est libre de rang fini, 

• le S'-module A4/Fil A4 est sans p-torsion, 

• le 5- module M est engendre par 0i(Fil A4). 

Ces modules sont tons "filtered free" au sens de [Fa2, 3]: 

Lemme 2.1.1.9. Soit Ad un module fortement divisible, il existe une base 
(ei, . . . , Crf) de M. sur S et un entier di G {1, . . . , d} tels que: 

YW^M = (etiFil^^e,) e {®td,+iSei). 

Preuve. Via 1' identification S/¥\\ S ^ Ok, n i— > tt, on a une suite exacte 
de Oi^-modules libres de type fini: -^ ¥\\^ M /Vi\^ S M -^ M/Fi\^SM -^ 
M/Fil^M -^ 0. Solent (ei,...,ed) une base de M/Fil^SM sur Ok telle 
que Fil^M/Fil^SM = ©f^^^^^^Oxei, {ei,...,ed) des releves de {ei,...,ed) 
dans AA tels que {e^-^+i, ■ ■ ■ ,ed) € Fil^'^A^, {fi, ■ ■ ■ , fd) une base quelconque 
de M. sur S et (/i, . . . ,fd) la base image dans A^/Fil SM. La matrice de 
(ei, . . . , e^i) dans {f\, . . . , /^) a par definition son determinant dans Ok*, done 
le determinant de la matrice de (ei, . . . , ed) dans la base (/i, . . . , fd) est dans 
S* et (ei, . . . , ed) est une base de A4 sur S. Si x € Fil M., son image x dans 

M/Fil^SM s'ecrit x = Ei=di+iSiei, Si^OK, done x -J2i=di+iSi(^i ^ Fil^ SM 
ou Si releve Sj dans S, done x G Fi\^ SM+Y,i^^^_^_^Sei d'ou Fil^M = Fil^S'7W + 
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Remarque 2.1.1.10. La definition 2.1.1.8 se generalise a des crans superieurs 
de filtration, voir (5.1.2), mais les modules fortement divisibles ne sont plus 
alors "filtered free" en general (cf. [Br3, 6]). 

Si A^ est un module fortement divisible, notons que pour tout n € N*, 
A4/p'^Ai est muni d'une structure d'objet de (ModFI/S") en posant: 

Fil^ (M/p'^M) = Fil^X/p"Fil^X ^ M/p"M 

avec le 0i induit. 

2.1.2. Les objets annules par p. Considerons d'un peu plus pres la categorie 
(Mod/5i). Soient F{u) I'unique polynome dans W[u] de degre < e — 1 tel que 
E{u) = u'^ — pF{u), Si = k[u]/u^P et c I'image de —(j){F{u)) G W[u] dans 
k[u]/u^P: c'est une unite de Si. Notons Fil^(5i) = u^'Si et ^i : Fi\^{Si) -^ Si 
I'unique operateur semi-lineaire (par rapport au Frobenius naturel de Si) tel 
que 01 (ti*^) = c. Soit '{Mod/ Si) la categorie dont les objets sont la donnee: 

• d'un S'l-module M, 

• d'un sous- S'l-module Fil Ai contenant u'^Ai, 

• d'une application S^i-semi-lineaire cpi : Fil-'^TM -^ Ai, 

et dont les fleches sont les morphismes S'l-lineaires qui preservent Fil A4 et 
commutent a (pi. En procedant comme pour '(Mod/S"), on munit cette categorie 
d'une notion de suite exacte courte. On note (Mod/S"!) la sous-categorie 
pleine de '{Mod/Si) formee des objets Ai qui verifient les deux conditions 
supplementaires: 

• le S'l-module 7W est libre de rang fini, 

• 01 (Fil 7W) engendre 7V4 sur S^i. 

Lemme 2.1.2.1. Soit 7W un objet de (Mod/5i), alors: 

(1) La fleche Id (pi : k[u]/u''P (8) (</,), fc [«]/«<= Fil^TM/n'^Fil^TW -^ TM est un 
isomorphisme de k[u]/u^^- modules. 

(2) La fleche canonique k[u]/u'^^ 'S>k[uP]/u'^p 0i(Fil A^) — > A^ est un isomor- 
phisme de k[u\/u'^^ -modules. 

Preuve. La preuve etant similaire a celle de [Br3, 2.2.1.2], nous y ren- 
voyons le lecteur. D 

On a un isomorphisme k[u]/u^'P-\ineaiie Si ~ Si[X,i\/{Xf)i^-^* oii ^pi{u^) 
1-^ Xi. Soit a la surjection de A:[u]/u'^P-algebres S'l -^ Si, Xi >-^ pour tout i. 
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Pour Ai dans (Mod/S'i), posons T{A4) = Si <X)(o-),5i -^ ^* ^°^^ ^ ^^ surjection 
canonique 7V4 -^ T{A4). On definit: 

• Fil^TiM) = s{F-il^M), 

• si X G s(Fil A4), 0i(a;) = s((/)i(i;)) ou x est un releve quelconque de x 
dans Fil A4, c'est independant du releve car p > 3. 

On obtient ainsi un foncteur T : (Mod/S'i) ^ (Mod/S'i). 

Proposition 2.1.2.2. Le foncteur T induit une equivalence de categories 
entre (Mod/S'i) et (Mod/5i). 



Preuve. La preuve est similaire a celle de [Br3, 2.2.2.1]. Un quasi-inverse 

Si 



a T est donne par M = Si®^ M, Fil^M = s-^{F[l^M) ou s ="cj O Id": 



A^ ^ A^ et 0i(a:) = 1 (8) 0i(s(x)) si x € Fil^A4. Pour plus de details, voir 
[Br3, 2.2.2.1]. D 

Remarque 2.1.2.3. Comme dans [Br3, 2.2.2.2], on a une version de (2.1.2.1) 
directement dans (Mod/S'i): pour tout A4 de (Mod/S'i), on a des isomor- 
phismes 5i-lineaires Id00i : 5i«)(0),5i (Fi\^M/iu^Fil^M + FiFSiM)) -^ M 
et Si ®k[up]/u-p (l)i{F\\^M) ^^ M. 

Lemme 2.1.2.4. Soient M un objet de (Mod/S'i) de rang d sur Si, 
(/i) • • • ) fd) d elements de Ai et {ri, . . . , r^) d entiers dans {0, . . . , ep — 1} tels 
que [u^'^ fi, . . . ,u^'ifd) engendre Fil M. Alors, \/i € {l,...,d}, ri est le plus 
petit entier tel que u'^^fi € Fil Ai. 

Preuve. En efFet, si tel n'etait pas le cas pour un i, on aurait u'^^^^fi £ 

d 

Fil^M soit u'^'^^fi = ^^jU^^ fj d'oii u'^'~^fi G ^Siu'^'^ fj] i.e., les u^^ fj pour 

j ^ i engendrent Fil Ai, ce qui est impossible car Fil TW/u'^Fil At est un 
fc[u]/u^-module libre de rang d (2.1.2.1). D 

Proposition 2.1.2.5. Soit Ai {resp. Ai) un objet de (Mod/5i) (resp. un 
objet de (Mod/S'i)) de rang d sur Si {resp. Si). II existe une base (ei, . . . , e^) 
de A^ {resp. A^) et des entiers {ri, . . . ^r^) dans {0, ...,e} tels que 
(li'^^ei, . . . , u^'^Cd) {resp. {u'^'^ei, . . . , u^'^Cd) + FiFS'iAl) engendre Fil Ai {resp. 
Fil^Ai). 

Preuve. Par (2.1.2.2), il suffit de le voir pour Ai. Soit {gi, . . . ,gd) dans 
Fil A^ dont I'image dans Fil A^/u'^Fil Ai forme une base de ce A; [ti]/ti "^-module 
libre de rang d. On pent ecrire gi = u^^fi avec fi ^ uAi et permuter les i pour 
avoir Vi < r^+i. Pour un a; G Af, notons x son image dans A^/uA^. Si (/i, /2) 
sont lies, il existe ki dans k* tels que kifi + /2 = u^f2 avec e > 1 et /2 ^ uAi. 
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La famille {u"^^ fi,u^^~^'^ f2,u^'^ f3, ■ ■ ■) engendre encore Fil M. Si (/i,/2) sont 
lies, on recommence le raisonnement ci-dessus. Comme I'exposant r2 = r2 + e 
ne pent augmenter indefiniment a cause de u'^Ai C Fil M et de (2.1.2.4), 
on obtient a terme un nouvel element u^'^f2 tel que (/i,/2) est libre dans 
A4/uA4. Si le nouvel exposant r2 ne verifie plus r2 < r^, on recommence ce 
qui precede avec {u^^ fi-,u^'-^ f^) et ainsi de suite. En reordonnant, on obtient 
a la fin une nouvelle famille generatrice {vJ"^ fi)i<i<d avec rj < n+i et (/i,/2) 
libre. On recommence: si (fiif^^fs) sont lies, on a (^1,^2) 7^ (0)0) G k'^ tels 
que fci/i + /C2/2 + /s = li'^/s et la famille {u^^ fi, u'"-^ f2, u'^'^'^'^ f^, . . .) engendre 
Fil A4, etc. En procedant comme precedemment, on se ramene a {u^^ fi)i<i<d 
{fi < Ti+i) qui engendre Fil Ai et tel que (/i,/2,/3) est libre. Par une 
recurrence, on obtient finalement une famille generatrice de Fil M, {u^"- fi)i<i<d, 
telle que {fi)i<i<d est une base de M/uM.. Done Cj = fi est une base de M. 
qui convient. D 

Definition 2.1.2.6. On appelle base adaptee d'un objet Ai (resp. d'un ob- 
jet M) de {Mod/ Si) (resp. {Mod/ Si)) toute base de Ai (resp. A^) satisfaisant 
la condition de (2.1.2.5). 

Nous terminons avec la preuve du lemme 2.1.1.3 de la section precedente. 
Soient Al, Al' deux objets de (Mod/S*!) tels qu'on ait un morphisme 
A\' —^ Ai dans '(Mod/5i) injectif sur les modules sous-jacents. Alors Fil A\' 
= Al' n Fil^A^. En efFet, soit x G A^' n Fil^Al et r le plus petit entier tel 
que li^'x € Fil Ai' (0 < r < e). On a <j)i{u^x) = u^^(pi{x) dans A^, done 
uP^'^~'^> (f>i{u^ x) = dans AI', i.e. 0i(ti''x) G u^^Ai' puisque A^' est libre 
sur Si. De (2.1.2.1,(1)), on deduit facilement W^ E u'^Fil^AlVn'^Fil^Al', i.e. 
u^'x G u'^Fil^ AI' d'ou X G Fil^ A^' + u^P-'^A^' C Fil^M' qui entraine r = 0. De 
la construction en (2.1.2.2), on deduit le meme resultat dans (Mod/S*!) pour 
une injection Ai' ^^ A4. Soit maintenant AI un objet de (ModFI/S*), la meme 
preuve qu'en ([Br3],2.3.1.2), qui utilise ce qui precede, montre alors que pour 
tout r G N: p'^Fil^Al = Fil^AI DfM. 

2.2. Schenias en groupes et site syntoniique. On rappelle qu'un mor- 
phisme de schemas X ^ Y est dit syntomique s'il est plat, localement de 
presentation finie et s'il se factorise localement en une immersion fermee 
reguliere dans un y-schema lisse ([Ma], [FM]). Les principales proprietes de 
ces morphismes sont les suivantes: 

(1) lis sont stables par composition et changement de base. 

(2) Dans la definition, on pent remplacer immersion reguliere par immersion 
transversalement reguliere (E.G. A. IV. 19. 2). 
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(3) Si X — > y est syntomique, toute factorisation X ^^ Z ^ Y avec i 
immersion fermee et / lisse est telle que i est reguliere. 

(4) Soit Y' ^^Y une immersion fermee et X' syntomique sur Y\ il existe un 
recouvrement X[ de X' pour la topologie de Zariski et des schemas Xi 
syntomiques sur Y tels que Y' Xy Xi = X[. 

On appelle schema formel jo-adique, ou schema formel tout court, sur 
Sp/(Oi^) un schema formel sur Sp/(C'i^) qui localement s'identifie au schema 
formel affine associe a une Oi^-algebre separee et complete pour la topologie 
p-adique. Un morphisme de schemas formels p-adiques j£ — > 2) sur Sp/(Oii') est 
dit syntomique si pour tout n G N* le morphisme de schemas X/p" -^ 2)/p" 
est syntomique ([FM, III.4.1]) ou, de maniere equivalente, X/vr" -^ 2)/7r" 
syntomique pour tout n € N*: ces morphismes sont stables par compo- 
sition et changement de base. On note Sp/(Oi^)syn la categorie des schemas 
formels p-adiques syntomiques sur Sp/(C'ii-) munie de la topologie de 
Grothendieck engendree par les families surjectives de morphismes syntomiques. 
Notons Ok{Xi, . . . ^Xj.} le complete p-adique de I'anneau de polynomes 

Ok[Xi, . . . ,Xr\. 

Lemme 2.2.1. Soit X un schema formel p- adique syntomique surSpf{OK), 
alors localement X sHdentifie au schema formel p- adique affine associe au quo- 
tient d^un anneau Ok{Xi, . . . ,Xr} par une suite transversalement reguliere 
relativement a Ok- 

Preuve. II resulte des definitions ci-dessus qu'on pent recouvrir X par des 
schemas formels affines Sp f{B) oil B est une Oii'-algebre separee et complete 
pour la topologie p-adique telle que B/tt'"'B est plat sur Ok/t^^Ok pour 
tout n G N* et B/iiB ~ k[Xi, ..., Xr]/{fi, ...,fs) avec (/i, . . . , /s) reguliere. 
Puisque ringN.Tr^i? = {0}, les platitudes entrainent que B est sans -/r-torsion. 
Puisque B est complet, si bi, . . . ,br designent des releves quelconques des Xi 
dans B, on deduit que I'homomorphisme O/^-lineaire Ok{Xi, . . . ,Xr} — > B, 
Xi 1-^ hi est surjectif. Soit / I'ideal noyau, une chasse au diagramme montre 
que I'isomorphisme 

Ok{Xi, . . .,Xr}/7rOK{Xi, ...,Xr}^ k[Xi, . ..,Xr] 

induit I/ttI ~ (/i,...,/s). Soient /« des releves quelconques des fi dans /, 
comme / est complet (pour la topologie p-adique) et B sans vr-torsion, on 
deduit / = {fi, . . . , fs). Une recurrence facile et le critere classique de platitude 
par les suites regulieres ([Mi, 1.2.5]) permet de deduire la transverse regularite 
de la suite (/i, . . . , fs) par rapport a Ok de la regularite de (/i, . . . , fg). D 

Soit G un schema en groupes (commutatifs) fini et plat sur Spec(0/^): 
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Proposition 2.2.2. G est un objet de Spf{OK)syn- 

Preuve (voir [Ma]). Comme G est fini sur Spec(C'_ft-), c'est un schema 
formel p-adique sur Spf{OK)- Comme G est plat sur Spec{OK), un examen 
de la preuve de (2.2.1) montre qu'il suffit de montrer Gk — > Spec(A;) syntomique 
ou Gk = Gxg /^ -,Spec(/c). Quitte a remplacer k par une cloture algebrique, 
on peut supposer k algebriquement clos (E.G. A. IV.19.3.4). Puisque Gk est 
fini sur Spec(fe), ses points sont tous fermes (E.G. A. 1.6.4.4) et sa bigebre 
s'identifie au produit de ses anneaux locaux (E.G. A. 1.6.2.2). Comme k est 
algebriquement clos, ces anneaux locaux sont tous isomorphes a I'anneau local 
en la section unite (faire une translation). Mais cet anneau local (fini) admet 
une presentation de la forme k[Xi, . . . ,Xr]/{Xf ,...,XP'') (S.G.A. Ill, 
VIIb-5.4) done est syntomique sur Spec(/c), d'oii le resultat. D 

Tout schema en groupe commutatifs G sur Spec(C'x) represente un fais- 
ceau abelien pour le gros site fppf sur Spec(Ox) ([Mi, II. 1.7]). En particulier, 
si G est fini et plat, le prefaisceau X ^^ G{X) = ILom.^ r,Q JX,G) est un 
faisceau sur Sp/(C'i^)syn et le foncteur qui a G associe le faisceau correspon- 
dant sur Sp/(Oi^)syn est pleinement fidele par (2.2.2). Notons (p-Gt/Ok) la 
categoric des p-groupes finis et plats sur Spec(C'_ft:) et {Ah /Ok) la categoric 
(abelienne) des faisceaux de groupes commutatifs sur Sp/(C'x)syn- Si G, G' 
et G" sont des schemas en groupes (sur Spec(C'i^)), rappelons que dire que 
^ C ^ G ^ G" ^ est une suite exacte c'est par definition dire que le di- 
agramme correspondant de faisceaux abeliens sur le gros site fppf de Spec(C'ii:) 
est une suite exacte. 

Proposition 2.2.3. Soient G,G' et G" dans (p-Gr/Ox), alors -^ 
G' ^ G ^ G" -^ est une suite exacte dans (p-Gt/Ok) si et seulement si 
c^ est une suite exacte dans (Ab/Oi^:). 

Preuve. Soit ^ C ^ G ^ G" ^ une suite exacte dans {p-Gt/Ok), 
il faut montrer que la suite de faisceaux correspondante sur Sp/(C'x)syn est 
encore exacte. Seule la surjectivite de droite n'est pas evidente. Pour la 
montrer, il suffit de montrer que G -^ G" est un morphisme syntomique et 
surjectif de schemas formels p-adiques i.e. que G„ -^ G'^ est un morphisme 
syntomique et surjectif de schemas pour tout n > 1 oia 

Gn = G Xsp,,(0^) Spec(0^/vr") 

(resp. G^ = •••). La surjectivite (sur les espaces topologiques) decoule de la 
surjectivite des faisceaux pour la topologie fppf et la platitude est un resultat 
classique ([DG, III. 3. 2. 5]). On a un isomorphisme canonique 

Gn Xspcc{Oi^/7r") G'n ^ ^n xq'^ Gn, ig,g') ^ ig,gg'). 
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Par (2.2.2), G'^ est syntomique sur Spec(C'x/7r"), par changement de base, 

^" ^Spcc(C'x/'r") ^" ^^^ ^™^ syntomique sur G„ d'ou pr^ : G„ Xfj^ G„ ^ G„ 
syntomique par I'isomorphisme precedent. Considerons le diagramme cartesien: 

^n Xg// G„ ^ Gn 
P^i i i 

n ^ ^n 

ou G„ ^ G^ est fidelement plat, en utilisant (E.G.A. IV.16.9.10,(ii)), (E.G.A. 
IV. 19. 1.5, (ii)) et la propriete (3) dcs morphismes syntomiques, on deduit de 
la syntomicite de pr^ celle de G„ — > G^ (voir aussi [Ma]). Reciproquement, 
supposons qu'on a une suite exacte — > G' — > G — > G" ^ dans {Kb /Ok) 
avec G', G et G" provenant de {p-Gt/Ok)- H est facile de voir que le morphisme 
G -^ G" est encore un epimorphisme de faisceaux sur le gros site fppf de 
Spec((9i^), et done de noyau un schema en groupes fini et plat H tel qu'on a 
une suite exacte dans (p-Gr/O/^): ^ ff ^ G — > G" ^ 0. Par la premiere 
partie de la preuve, cette suite est exacte dans {Ah /Ok)-, done H = G' et la 
suite ^ G' ^ G ^ G" ^ est exacte dans (p-Gv/Ok)- □ 

Proposition 2.2.4. Soit ^ G' ^ G ^ G" ^ une suite exacte dans 
(Ab/Oif), si G' et G" proviennent de (p-Gv/Ok), H en est de mime pour G 
et la suite est exacte dans [p-Gx/Ok)- 

Preuve. On a un isomorphisme de faisceaux sur S'pf{OK)syn'- 

G xa' (G' X G") -^ G x^,- G, {g, {g',g")) ^ {g,gg'). 

D'autre part, les hypotheses fournissent I'existence d'un recouvrement Y de 
G" dans Spf{OK)syn et d'un morphisme de faisceaux Y ^ G (ici, on identifie 
Y avec le faisceau qu'il represente) tels que le diagramme: 

Y 

/ i 
G -^ G" 

commute. Par changement de base y ^ G, on en deduit un isomorphisme de 
faisceaux sur Sp/((9_ft:)syn: 

Y xg"{G' X G") ^Y xg"G. 

En particulier, Y xq" G est representable dans Sp/((!?_ft-)syn par le schema 
formel Y Xqu (G' ^^nflOw) ^"^ '^^^ ^^^ alors muni de donnees de descente 
provenant de Y Xq„ G. On en deduit I'existence d'un schema formel p-adique 
plat sur G" qui represente le faisceau G dans {Ah /Ok), et qui est aussi fini sur 
G" par (E.G.A. IV.2.5.2,(iv)). En procedant comme dans la premiere partie 



GROUPES p-DIVISIBLES 503 

de la preuve precedente, on voit qu'il est syntomique sur G" parce qu'il Test 
sur Y apres changement de base, done c'est un objet de Sp/(C'x)syn- Tout 
ceci montre finalement qu'il est muni d'une structure d'objet de {p-Gt/Ok) et 
on acheve avec (2.2.3). D 

Remarque 2.2.5. Un morphisme de schemas en groupes finis et plats (sur 
Ok) qui induit un isomorphisme sur les fibres generiques est une injection de 
faisceaux dans (Ab/O/^), mais pas forcement sur le gros site fppf. Considerer 
par exemple, lorsque K contient les racines p'^™*''^ de 1, un morphisme non 
trivial Z/pZ —i- fip. 

2.3. Les faisceaux 0^\ et J^^%- Pour n € N, on note £'„ = Spec(S'„). 
Pour tout schema X sur Spec(C'/^/p"), I'epaississement a puissances divisees de 
(2.1.1): S\>ec{0 K / p"') ^-> En permet de definir le petit site cristallin classique 
{X/En)cris et les faisceaux J'x/En C Ox/e^ dessus ([Be, III. 1.1]). On definit 
des prefaisceaux JT"^"^ C O"'! sur Sp/(0/^)syn en posant: 

C"',?(-^) = -f^cris((-^n/-En)cris,C'3£^^/_g'^), 
^n"^(-^) = -f^cris((^«/-^n)cris,J'T /e; ) 

oil Xn = X X 'L/p^'L. On verifie comme dans [FM, 1.3] qu'on obtient ainsi des 
faisceaux sur Sp/(Oi^)syn- On note On le faisceau structural "modulo p"" sur 
Sp/(Oi^)syn, i-e. le faisceau defini par On(X) = H^{Xn,0^ ). 

Remarque 2.3.1. II ne faut pas confondre les faisceaux O™^ ci-dessus 
avec les faisceaux On^^ introduits dans [FM] qui designent, eux, simplement 
la cohomologie cristalline par rapport a la base Spec(VF„). L'indice vr dans la 
notation O^'"^ est la pour rappeler que ces faisceaux dependent du plongement 
Spec(C'x/p") ^^ En que definit vr. 

Le lemme suivant est technique mais crucial: 

Lemme 2.3.2. Soient 

^ = OK{Xi,...,Xr}/{fl,...,fs) 

ou (/i, . . . , fs) est une suite reguliere (2.2.1), 

%, = OK{Xl\Xl\...,Xf'}/{X^-TTju...Js), 

2loo = limStj et 

i 

A^ = ^^/pc^k[Xf^,Xf'^,...,Xf^]/{X^,h,...,f,). 

Posons 

0-j?(2loo) = limO-i^(Sp/(a,)) 
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et 

J^'}^{^oo) = limJ--^(Sp/(2l,)), 

i 

alors: 

(1) Les Wn-modules 0"^^{'Sioo) ei jr™(2loo) sont plats sur Wn et on a des 
suites exactes: 

et 



-oo ^— oo 



(2) Si ipi,...,ips sont des elements de k[XQ ,Xf ,...,X^ ] tels que 
ip^j = f ji on a {a une torsion pres par le Frobenius sur k): 

N TVT I 1 ^ ^0 

(mo,...,ms+i)eN«+l 

••• 7pm«(V's)7pm,+l(^i-^o )• 

Preuve. Elle est tres similaire a [Br4, 2.1.2.1]. Soit {Wn{Aoo) '^Wn,{4i)" 
Wn[u])^^ I'enveloppe aux puissances divisees (compatible avec les puissances 
divisees sur I'ideal (p)) par rapport au noyau de la surjection VF„[ti]-lineaire 
canonique: 

Wn{Aoo) ®l^„,{0)n Wn[u] -^ aoo/p"2loo 



n-l-P 



-^ra-l 



OU 



qui envoie (oq, . . . , a„_i) G Wn(^oo) sur a^" + pa\ + ■ ■ ■ + p 

CLi designe un releve quelconque de a-i dans Stoo/p^Stoo (et ou Sloo/p^Sloo est 

vu sur Wn[u] via u ^ Xq = vr). Puisque (Wn(^oo) <^iy„,(,^)" VFn[«])°^ est 

un epaississement particulier de 2too/p"2loo sur S/p^S, on a un morphisme 

canonique 

0^";?(aoo) - (H^n(Aoo) ®H^„,W" H^nM)°^. 



DP ^) 



s envoie 



Mais Wn{A^) ®w.a,<,4>r ^n[u], done (Ty„(yloo) '^w„,{4'Y '^n[u]) 
canoniquement dans tout DP-epaississement de 2loo/j'"'2loo sur S/p^S par la 
meme application que ci-dessus (en prenant les Oj dans I'epaississement), d'oii 
une fleche canonique (W„(^oo) '^Wn„(<}>)" ^nM)^^ ~^ ^n^ni^oo) dont il est 
forniel de verifier qu'elle est I'inverse de la precedente. On a finalenient un 
isomorphisme canonique: 

0^";,^(2loo) ^ {Wn{A^) ®W„X<t>)- Wn[u]f^. 

Puisque 

2loo/p"2loo ^ H/n[^0^"°° , . . . , Xr°°]/(i^(Xo), /l, . . . , /,), 
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on a une surjection evidente 

„ — oo p — oo ^ ^ 

qui envoie Xf sur Xf et u sur Xq, d'ou un epaississement 

en prenant les puissances divisees par rapport au noyau, i.e. I'ideal (n — Xq, 
E{Xo), fi, . . . , fs). Par ce qui precede, on a done un niorphisnie canonique: 

{Wn{A^) ®H^„,(^)n VF„M)DP - {WnMXf^,. . .,Xf°°]f'' 

dont on verifie qu'il s'agit d'un isomorphisme en procedant comme dans la 
preuve de [Br4, 2.1.2.1]. La suite {u — Xo,E{Xo), fi, ...,/«) etant transver- 
salement reguliere par rapport a Wn, le meme argument que dans la preuve de 
loc.cit. utilisant les criteres de platitude des enveloppes a puissances divisees 
s'applique a (Ty'nMi-'^o ,---,XP °°])DP et donne alors (1). La formule (2) 
n'est autre que I'explicitation de I'enveloppe aux puissances divisees {Aoo^k,(<j>) 
k[u\)^^ precedente (cf. [FM, II.1.7] ou la preuve de [Br4, 2.2.2.2]). 
D 

COROLLAIRE 2.3.3. Les faisceaux O^^^ et J^^^ sont plats sur Wn et on 
a des suites exactes dans (Ah /Ok)'- 



et 



rt /-/-jcris P /-/-jcris /-/^cris pi 



ri /yens t\ /7-cris /7-cris pi 



De (2.3.2), on deduit egalement que le complexe -^ i7f"** -^ Of:^ -^ 
Oi ^ est une suite exacte dans {Ah/ Ok)- Les faisceaux On etant aussi 
trivialement plats sur Wn, en utilisant (2.3.3) et un devissage elementaire, on 
a pour tout n G N* des suites exactes — > J^^"*^ -^ ^nn ~^ ^n -^ dans 
{Ah/ Ok)- 

Le Frobenius cristallin, qui existe car on a muni la base En d'un (relevement 
du) Frobenius (2.1.1), induit un operateur semi-lineaire (p : On^^ —i- O^^^ tel 

que (piJ^n IT ) *- P^nw (on le verifie a partir de (2.3.2)). Par le meme argument 
de platitude qu'en [FM, II.2.3] ou [Br4, 2.1.2], on en deduit pour tout n G N* 
un operateur (Pi = "(/./p": J^'^^' -^ O^^^ dans (Ab/Oi^). 

Lemme 2.3.4. Pour tout X de Spf{OK)syn, on a Fil^SO^'^^{X) C c7"i'(X) 
et, si s G Fil S et x ^ On^^{X.), (f)i{sx) = (/)i(s)0(x). En particulier, la donnee 

{On!n {X),J^'^%X),(l)i) est un objet de '(Mod/5) (2.1.1). 
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Preuve. Si s G Fil S, le morphisme OJf^ - — > C^'^^ se factorise par c7^"^ 
et le diagramme: 

/ocris ^•^'■j 'T'cris 



/ocris f //icris 

commute, d'ou le resultat. D 

Enfin, on pose OZ% = ^m^n!^ et J^% = limj;,";'. Pour tout n G N*, 

n n 

on a encore des suites exactes dans {Ah /Ok)'- 

*-" *^n,7r '-^oo,7r ^oo,n "-"' 

PI /7-cris /7-cns P /jcris r\ 

^ '^n,iT '^oo,n '~'oo,TT ^ 

et, pour tout objet X de Sp/(C'i^)syn, (C'S'f^(^), J'(S^)^(X), (?!)i) est un objet de 
'(Mod/5). 

3. Schemas en groupes de type {p, . . . ,p) 

On suppose p ^ 2. On construit une anti-equivalence de categories entre la 
categoric des schemas en groupes finis et plats sur Ok tues par p et (Mod/5i) 
ou (Mod/5i). 

3.1. Le schema en groupes associe a un module annule par p. A tout 
objet M. de (Mod/S"!), on associe un faisceau Gr(Al) sur Sp/(Ox)syn defini 
par (voir (2.3.4)): 

Gr(A^)(X) = Hom,(Mod/50(-^>C?r(^))- 
On obtient ainsi un foncteur contravariant: 

Gr : (Mod/5i) -^ (Ab/Oi^), M ^ Gr(7W). 

Nous allons montrer que Gr(A4) est representable par un schema fini et syn- 
tomique sur Ok- 

Jusqu'a la fin de cette partie, on se fixe une racine p*^™-"^ 7^ de vr dans 
O-j^, un objet A^ de (Mod/S*!) de rang d et une base adaptee (ei, . . . , ed) de 
A^ (2.1.2.6). Soient Ok^ = Ox[7ri], (ri,...,rrf) les entiers de {0, ...,e} tels 
que u^^ei € Fil^TW et Q I'unique matrice de GLd{Si) telle que: 



/ MW^'ei) \ 


= g 


( e,\ 


\ Mu^'^ed) ) 




[ed J 
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Soit Q I'image de Q dans G1j(i{Si) = GLrf(A;[n]/n^^), on a un isomorphisnie 
/c-lineaire k[u]/u^'P ^ Ok^/p ®k,((t>) ^^ ^^* ^^ tt\® \ = \^ 7r| (g) 1. On note 
Qtv = {aij)i<i<d un releve dans GLd{OKi) de I'image de Q dans GLdiOKi/p)- 
On pose: 



i<j<d 



R 



iM 



Oki [Xi , . . . , Xd] 



d d 



(rappelons que u^—pF{u) est le polynome minimal de vr). II est clair que R^ a/( 
est fini et syntomique sur Ok de rang p'^. On lui fait subir trois transformations 
successives: 

• on note "Rk/i la restriction a la Weil de Oki a Ok de i?-^ a^, 

• on note 'Rka le quotient de "Rka par ses elements de p-torsion, 

• on note Rka la completion p-adique de ' R\A ■ 

La O/^-algebre Rj^ est plate et p-adiquement complete. 



Proposition 3.1.1. Uanneau Rj\^ est fini et syntomique sur Ok de 



rang p 



4 



Preuve. La Ox-algebre "Rka se decrit explicitement comme suit: soient 
Si,i € OK[Xifi, . . . , Xi^p^i,X2fl, . . . , X2,p-i, . . . , Xdfi, . . . , Xd^p^i] tels que pour 
iG{l,...,a!}: 



P-i 



Xifl + TTiXj^i + • • • + vr^ -^i,p-i 






Ftt 



/.p-i. 



i=i 



p-i 



dans Oki [^i,0) • • • ) -'^i.p-ii -^^2,0) • • • ) -^2,p-i, • • • , -'^d.o, • • • > -'^d.p-i], on a 
"i?A^ = Oft:[Xio,...,Xrfp_i]/(S'i;) i<,<d . Notons: 



/ ^1,« \ / ^1,^ \ 



5 



X 



V 5'd,i y 



y, 



V Xd,i I 



V x%'Xd,i ) 



et g^ = Qo + T^iQi + ••• + < ^^p-i ou Go G GLd(Oi^) et Gi G Md(Ox) si / > 1, 
un examen des equations definissant les 5. i donne: 



.vr 



5,0 = X,o + Diag(-— ) • Go ■ X.,0 + vr/o(X.,o, . . . , X.,p_i), 
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Diag(---) • Go.X.^i + Qi.X.j^i + ■■■ + Gi.X.^o + ^/K^.,o, • • • ,^.,p- 

r[TT) \ 

ou 

9i{X,fi,... ,X,.p^i) = Y^i + TThi{X,fi,... ,X^p_i) 

(si / > 1) avec /i/(X,o,...,X„p_i) et /i(X,o, • • • ,X,p_i) dans (O^i^ij])'^. 
Pour / > 1, cela donne (quitte a changer hi et //): 

S,,i = Diag(^) • Go ■ {Id + g^' ■ Brngin^^Xf-')) ■ Xj 

+ Diag(^) • Go ■ (/i/(X.,o, . . . , X ,,_i) + 7r/;(X.,o, . . . , X.,p_i)). 

Soit TC = Id + Qq ■ Diag(7r''*XfQ" ), je dis que I'image de TL dans M(i{Rj^) 

tombe dans Ghd{Rji^)- Les coefficients de {Qq ■ Diag{'K^'^ XfQ ) J sont des 

polynomes homogenes de degre n a coefficients dans Ok en les variables 
(Zi, . . . , Zd) oil Zi = n'^^Xf'^ , done, comme R_\/i est complet, il suffit de 
montrer que si rii + • • • + n^ = n, Z"^ • • • Z^"^ tend (p-adiquement) vers dans 
Rj^ lorsque n — > +oo, ou encore Z" -^ (dans Rj\yi) si n ^ +oo. C'est clair 
si Tj > 1. Si Tj = 0, un examen de S,^ montre que I'image de Xf^ dans R^ 

est dans ttRj^, done Z^ = X^q tend vers dans Rj^/i- On a done pour 
/ > 1 des equations dans R^ (car Rj\yi est sans vr-torsion et Qq est inversible) : 

Xj = -n^^ ■ {hi{x,fl, ..., X ,/_i) + tt/kx. ,0, . . . , x.,p-i)) 

qu'on pent recrire dans R\/i, en injectant successivement la formule donnant 
X^^i_i dans celle donnant Xi et quitte a changer /;: X^^i = —TC~^ • {hi{X,fi) + 
T^fiiX.fi, . . . , X ^p_i)), les hi etant des elements de {Rj^Y iie dependant que de 
I'image des Xi^. En reinjectant la formule des X^^i {I > 1) dans les fi et par un 
procede inductif elementaire, on voit que les X^/ sont determines dans R\a par 
les X^fi. Plus precisement, si / = {i € {1, . . . , d}/ri > 1}, J = {1, . . . , d} \ / 
et R est I'image de OxiXifi^i G I}[[Xjfi,j G J]] dans Rj\yi (rappelons que 
I'image de XJq est dans ttR_\/1 si j G J), on voit que I'image de Xi^i dans i?_/y/j 
tombe dans R. On en deduit des equations dans R_\/[ de la forme: 

^lo ^ ~T^rT(X!"?;'^i'0) + vr/j(Xi,o, • • • , X^ o) 

ou /j(Xi 0, . . . ,X(io) G -R et (a?)i<i<d = ^o G GL(i(C'7^). Par un nouveau 

i<j<d 

procede inductif (en reinjectant la formule des Xj^q dans fi), on a finalement 



GROUPES p-DIVISIBLES 509 

des equations: 

^t^ ^ ~ T?( \ (zJ'^ii^i.o) + 7r/i(Xi 0, . . . , Xdfi) 

pour certains fi{Xifi, . . . , Xdfi) G ^ OkX^q ■ ■ ■ X^q. Autrement dit, on a: 

ni<p-l 

Ok[Xio,- ■ ■ ,Xdfi] 
^M. — ~7 

X% + T(S-(E<-^.--o) + vr/i, . . . , X% + ^-^{Y.a%X,,,) + nf^ 

oil les fi sont comme ci-dessus. II est alors clair que R\a est fini et plat de 
rang p sur Ok et que les d equations du quotient torment une suite reguliere 
(regarder modulo vr). D 

La preuve precedente permet une description calculatoire un peu fasti- 
dieuse de Rj\^- Mais il existe un cas ou Rj\^ se decrit facilement: 

Proposition 3.1.2. Supposons qu^on puisse choisir Qj^ dans Ghd{OK) 
[par exemple si Q £ Ghd{k[u^]/u'^P)), alors: 

J},, ^ OK[Xi,...,Xd] 

i=i i=i 

Preuve. Avec les notations de la preuve precedente, on a ^/ = si / > 1 
(ou Gt^ = Go), et on verifie qu'on aboutit a des equations dans R\a pour 
I > 1 de la forme X,^i = -W"! • (7r/KX,o, • • • , ^.,p-i)) ou fi € {OK[Xij]f sans 
termes constants et sans monomes en les Xi^ seulement. Un procede inductif 
montre alors que les Xi^i sont tons nuls dans R\/i des que / > 1. On en deduit 
facilement le resultat en posant Xi = Xi^. D 

Remarque 3.1.3. Si e = 1, on salt que A4 provient toujours de la categorie 
de Fontaine-Laffaille MF {'^ (voir [Br3, 2.4.1] et [Br4, 4.4.1]). On en deduit 
que dans le cas e = 1, on pent toujours se ramener a G £ GLd{k) et (3.1.2) 
donne dans ce cas une description directe de Rj\^ ■ 

Proposition 3.1.4. Pour tout 3i dans Spf{OK)syn, on a: 
Homsp^(0^)(^X,Sp/(i?_y^) 

= Homsp^(0^^JSp/(Oxi) Xsp/(Oi^)^'Sp/(^i,A^: 
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Preuve. On a: 

Mais: 
Hom^^^ (^1, X , Ok, <^Ok r(^' %)) = Hom^^ (^"i?_^ , r(X, O^^; 

en utilisant la definition de "Rj\yi et le fait que T{X,0^) est plat sur Ok et 
p-adiquement complet. D 

Proposition 3.1.5. Soit Spf{Rj^)'" le faisceau sur S-pf{OK)syn 
represente par Sp/(i? a/(), il existe un morphisme canonique non nul de fais- 
ceaux sur Spf{OK)syn- Spf{Rj^)^ -^ Gr{M). 

Preuve. Notons pour simplifier O^^KSl) au lieu de 0^'^^(Sp/(2t)) si 21 est 
une O/^-algebre fornielle syntoniique. Rappelons (voir 2.3.2) que le faisceau 
OJj"^ s'identifie au faisceau associe au prefaisceau 

21 ^ (Wni'^/p) ®w„,i<t>r ^nM)°P 

ou les puissances divisees sont prises par rapport au noyau de I'unique fleche 

qui envoie u sur I'image de tt et (ao, . . . , On-i) sur a^ +pai + • • • +p"^^a^_i 
(les ttj relevant les Oj dans 21 /j»"), et on a done une fleche canonique 

Wni^/p) 0H^„,(^)n Wn[u] ^ 0^^i^(2l). 

Par recollement, il suffit de construire pour tout 21 comme precedemment une 
application canonique et fonctorielle 

Hom0^(i?_^,2t) ^ Hom,(Mod/5i)(-M,Oi:;'(2l)) 

ou encore 

Hom0^("i?^,2l) ^ Hom,(Mod/5,)(-^'Oi:^(2t))- 
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Soit / G Hom^ ("i?^ , 21) et aij = f{Xij) (cf. preuve de 3.1.1), a / on 
associe dans un premier temps g : A4 —>■ Of "^(21) definie par 

g{ei) = Oj^o "Xi 1 + ttj^i n H h Oj_p_i (g) uP~^ 

(avec des notations evidentes) qu'on ecrit pour simplifier Oj^o + ^fli,i + • • • + 
uP^^tti^p-i. On verifie que 

n^»(a,,o + na,,i + • • • + t/P-^a,,p_i) G Ji"i^(2l) 

(car son image est nulle dans 21 /p): calculous son image par (pi. Soient Tj G 
Z[uP][Xo, . . . , -^p-i] les polynomes tels que 

{Xo + uXi + --- + uP-^Xp,i)P = To + puTi + ■■■+ puP-%^1, 

Tq G Z[u][Xo, . . . ,Xp_i] le polynome obtenu en remplagant les u^ par des u 
dans To et Cij les polynomes sur Ok (de degre < 1) en les Xij definis par (cf. 
preuve de 3.1.1): 

(*) (^0 + vri^i + • • • + Tr^i'^Qp-i) • (X ,0 + vriX. ,1 + • • • + vrr^X. ,p_i) 

/ Cifi \ ( Ci,i \ 

= : + TTi : 

\ Cdfi ) \ Cd,i ) 

Quitte a prendre un recouvrement syntomique de 21, on verifie, en utilisant que 
To = Xq+uX^ + - ■ •+uP~^Xp_^ modp, que pour tout i G {I, . . . ,d} I'element: 






/ Ci,p-i ^ 

\ Cd,p-1 J 



de Of^i^) releve 

u^'{ai,o + uai^i H h u^'^-p-i) 

et a pour image dans 2t/p^2l ([.] designant le representant de Teichmiiller) . 
Son image par 0i = "^" dans Of"®(2t) donne: 

(u'''(ai,o + uai,i H h uP'%^p^i))P 



P 



u 



^'^■^P-%-i{ai,o 



- u^^^+'^Ti{aifi, . . . ,ai.p-i) 

1 flj,p— l) + ^i,o(C'm,m' )• 



Notons 'Tj G Ok[Xq, . . . ,Xp_i] les polynomes obtenus en remplagant u^ par 
IT dans les Tj, par definition les ajj verifient les egalites pour 1 < / < p — 1: 
7r''''T/(aj,o, . . . , ai,p_i) = -Cj,i(a„,„/). Mais, dans Of'^{^), on a n^ = vf (car, 

avec les notations de (2.3.2), u — Xq est muni de puissances divisees dans 
limOi';'(2li)) de sorte que: 



^pi-i+'Ti^fl. g^ . . . , ai,p_i) = u\TT'"^'Ti{aifi, ... , aj,p_i)) = -u'-Ci^i{am,m')- 



512 



CHRISTOPHE BREUIL 



Comme on a une egalite analogue a (*) (niodp) en remplagant Qj^ par Q G 
GLd{Si), vTi par u et n par u^ dans les coefficients des Cij modp, on deduit 

d 

de ce qui precede que <piiu'~*g{ei)) = ^piu'~'g{ei)) + ^aijg{ej) oii (uij) = Q. 

i=i 
Finalement, il existe ci, . . . , q dans cTi'^"* (21) (en fait dans I'ideal de (!?f"^(2l) 
engendre par les 7p(x), x E ^f"^(2t)) tels que: 



\ Mu'^^aied)) J 



+ 



V died) J 



\Cd ) 



Et il n'y a qu'une facon d'en deduire un element g de Hom/(-Mod/Si) (-^) ^'^^^^(21)), 
c'est de poser: 



/ 5(ei) \ / ~9{ei) \ ( c^\ 

: = : +g-^ : 

\ died) J V gied) J \ ^d J 



D 



Soient une C'ii--algebre syntomique formelle 

^ = OK{Xi,...,Xr}/{fl,...,fs) 

avec (/i, . . . , /s) transversalement reguliere, 

% = OK{Xf\xf\...,Xf'}/{Xo-7r,h,...,fs) 
comme en (2.3.2), 

"Si = Ok, (^Ok ^^' ^<» = %^^ 



et 



On pose 



et 



Fil^«,- 



5Soo = Ok, ®q^ 2to 



{x G 5Si / xP G p5Si} 



Fil^^oo = {x G Soo / 2;P G p«oo}: 

ce sont des ideaux de *8i et *8oo respectivement et on note Fil"^*Bj = (Fil 'Bj)™', 
Fir^oo = (Fil^^Boo)™ {m > 1). On definit (f>i : Fil^«i -^ ^i, x ^ xP/{-p) 
= (/>i(x) (resp. avec 55 oo)- Si x G Fil 5Sj et 5 G Fil^^Bj, un calcul simple 
montre que pour m > 2, (j)i{x + 6) — 0i(x) G Fil^^Sj, de sorte qu'on peut 
encore definir (/>! : Fil^<Bi/Fil'"«Bi -^ ©i/Fil^QSj pour m > 2. En particu- 
lier, *Bj/FiF*Bj et QSoo /FiFQSoo etant tues par p, on peut les munir d'une 
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Structure d'objet de '{Mod/ Si) en posant Fili(5Si/FiF5Si) = Fil^^i/FiF^i, 

Fil (*Boo/Fil^*Boo) = Fil *Boo/FiF*8oo, <Pi comme ci-dessus et en definissant la 
structure de S'l-module par (Au*)x = A*' (7r| (g) l)x, X & k, x G 5Sj/FiF5Sj ou 
5Soo/FiF*8oo (les conditions en (2.1.2) sont bien verifiees). 

Lemme 3.1.6. On a un isomorphisme: 

Hom,(Mod/5i)(X,0i:;'(2too)) ^ Hom,(j^^^/5^)(>J,»oo/FiF«oo) 

oil M est Vobjet associe a M en (2.1.2.2) et Of'^{^oo) est comme en (2.3.2). 

Preuve. Soit A^o = 2loo/p2loo, on a un isomorphisme Aoo-lineaire 

Aoo[u]/{uP -W) ^ Q3oo/p53oo, li 1-^ 7fi (g) 1. 

De (2.3.2), on en deduit un isomorphisme de S'l-modules: 

o?:^(2ioo)/.7rr''''(2ioo) ^ «oo/FiF«oo 

et c'est un exercice de voir qu'il s'agit d'un isomorphisme dans '(Mod/ Si). II 
suffit done de montrer que la surjection 

Ojy^(2loo) - OJ:^(2too)/Jir''''(2loo) 
induit un isomorphisme 

Hom,(Mod/50(>^>Oi:l^(2loo))-Hom,(^„,/^^)(>(,O^y^(aoo)/Jrj^^ 

Mais soit 

/ G Hom,(^„,/^^)(>(,0^y^(2loo)/Jr,r'f"^(2loo)) 

et /(cj) des releves de /(cj) dans ©^"^(Sloo), il est clair que: 



V Mu'-'fied)) J 



V fied) J 



G(JiT''''(2too) 



d'oii le resultat en raisonnant comme a la fin de la preuve de (3.1.5). D 

Lemme 3.1.7. On a un isomorphisme: 

Hom0^^(i?,_^,«oo) ^ Hom,(^,j„^/^^)(>(,«oo/FiF«Boo). 

Preuve. Soit / € Hom^ {Ri,M^^oo) et bj = f{Xi) (cf. description de 
-^1 A^)' ^^ ^^ structure d'objet de '(Mod/Si) de !Boo/FiF!Boo, il est presque 
evident que g : Ai —>■ *8oo/FiF*8oo definie par g{ei) = bj (avec des notations 
evidentes) est un morphisme de '(Mod/ Si). Ceci definit une fleche: 

Hom^^^ (i?,_^, «8oo) - Hom,(^i„^/^^)(>(, «Boo/FiF»oo). 
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Montrons qu'il s'agit d'un isomer phisrtie. Comme R^ ka est de type fini sur 
Oki et M. de type fini sur S*!, on a 



H°™Oi^i(-^i,7W'*^oo) - %Hom0^^(i?^_y^,<8i 



Horn,, 



liinHom,(j^^^/^^)(^,*B,/FilP«i 



'(Mod/5.)(-^'«°o/Fil^»oo) 

i 

et il suffit de montrer que la fleche (construite de la meme maniere) 
Hom0^^(i?,_^,*B,) ^ Hom,(^,j„^/^^)(>I,«,/FiF«,) 

est un isomorphisme pour i > 0. Pour cela, il suffit de montrer que toute 
solution dans (*Bi/FiF*Bi)'* du systeme: 



(S) 



/^i\ 



Qtt 



\ (t>i{T^Ybd) J 



\b,J 



ou TT^bj € Fil *8j/FiP*8j se remonte de fagon unique en une solution (du 
meme systeme (S)) dans (5Sj)^. Comme QSj est noetherien, Fil *8j est un 
ideal de type fini et la topologie Fil *Bj-adique sur *Bj s'identifie a la topologie 
p-adique, de sorte que Q3j -^ lim(5Sj/Fil'"*Bj). De proche en proche, il suffit 

m 

done de montrer que toute solution de (S) dans (QSj/Fil^^Bj) se remonte de 
fagon unique dans (OSj/Fil™"^ 5Sj) pour m > p. Soient done (bi, . . . , b^) une 
solution de (S) dans («Bi/Fil'"5Si)°' et bj des releves dans <8i/Fil™+iQ3i, on a 
vrpbj G FiliQSi/Fir+i^Bi et on cherche des 6j G Fil™<8i/Fir+i«i tels que 
{bj +6j) soit une solution de (S) dans (<Bi/Fil'"+^«8i)'^. Soit b un element de 

Fir^i, b = E?i • • -fm avec y^ G Fil^QSi. Un calcul donne Mb) = E ^ 
+ un element de Fir+^«8i et ^^^ G FiF^^^^^QSj. Puisque p > 3, 
p{rn — 1) > m + 1 quand m > p et 0i(b) G Fil™^ *Bj. De cela on deduit 
<j)i{^['{bj + 5j)) = ,^i(7rpbj) dans <Bi/Fir+i«i et les (bj+(5j) satisfont (S) si 
et seulement si: 



P yV 

V 

on a 



(5,\ 



e; 



-1 



/ M^Vb^) \ f bi\ 



Gw 



v^w 



V M^'bd) J 
dans (Fir<Bi/Fil™+iQSi)'', d'ou le resultat. 

COROLLAIRE 3.1.8. Le morphisme de faisceaux sur Spf{OK)syn'- 

SpfiR^r^Gr{M) 
defini en (3.1.5) est un isomorphisme. 



D 
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Preuve. II suffit de le verifier localement pour la topologie syntomique. 
On reprend les notations precedant (3.1.6). Pour tout i, on a defini en (3.1.5) 
un morphisme }iomQ^{R^,%) -^ Hom/(Mod/Si)(-^> C'f"''(2lj)). Par passage 
a la limite inductive, on obtient un diagramme dont on verifie facilenient la 
commutativite a partir de la construction des diverses fleches: 

Hom0^(ii_^,2too) -^ Hom,(Mod/5i)(-M,0f:i'(2too)) 

i iidef.) (3.1.6) i I 

Hom0^^(i?,_^,*Boo) ^ Hom,(^j„^/^^)(>(,«oo/FiF*Boo) 

et la fleche horizontale superieure est bien un isomorphisme puisque les trois 
autres le sont. D 

3.2. Le module associe a un schema en groupes annules par p. A tout 
groupe G de (p-Gt/Ok) annule par p, on associe un objet Mod(G) de '(Mod/S'i) 
defini par: 

• Mod(G) = }loui,^^/Q JG, Oi"^), la structure de S'l-module provenant 
de celle de Of^^; 

. FiliMod(G) = Hom(Ab/0^)(G',:rf,?); 

• 01 : FiliMod(G) -^ Mod(G) est induit par 0i : Jf^^"" -^ Of^ (2.3). 

Nous allons niontrer, en utilisant de facon essentielle plusieurs resultats de 
[BBM], que Mod(G) est un objet de (Mod/S'i), i-e. est un S'l-module libre de 
type fini tel que 0i(Fil Mod(G)) engendre Mod(G) sur S'l. 

Pour suivre les notations de [BBM], nous posons, uniquement dans cette 
partie, S = Spec{OK/p), qu'on prendra garde a ne pas confondre avec I'anneau 
S de (2.1.1) (nous utiliserons seulement les anneaux S'„ ici). Soit n G N*, 
on rappelle qu'on a fixe un epaississement a puissances divisees S ^^ En oil 
En = Spec(5„) en envoyant ^i{u'^) sur (F(7r))*pY^' = dans Ok/p (cf. 2.3, 
les puissances divisees sur Ker(S'„ — > Ok/p) etant bien sur prises compatibles 
aux puissances divisees canoniques sur pSn)- On note {S/En)cRiS la categorie 
dont les objets sont les quadruples {U, T, i, S) oii U est un 5-scliema, T un 
-En-schema, i : U ^^ T une immersion fermee avec un diagramme commutatif: 

U ^ T 
i i 

S ^-f En 

et 6 une structure d'ideal a puissances divisees sur I'ideal definissant i, com- 
patible aux puissances divisees sur En- On abregera {U,T,i,6) en {U,T). On 
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definit les morphismes de la fagon usuelle ([BBM, 1.1.1]) et on dit qu'un mor- 
phisme: 

U' ^ T' 

i i 

U '-^ T 

est syntomique s'il est cartesien (i.e. U' = UxtT') et si T' ^ T est syntomique. 
On munit (5'/£'„)cris de la topologie engendree par les families surjectives de 
morphismes syntomiques. Pour tout objet {U,T) de (5/£^„)cris, on definit de 
maniere analogue le site (C//T)cris en remplagant S par U et En par T et, pour 
tout S'-schema X, le site {X/En)cRis en remplagant S par X. On note Ahs/En 
et Ahjj/T les categories de faisceaux abeliens sur (5'/£'„)cRis et (^/TJcris 
(definies comme d'habitude, cf. [BBM, 1.1.3]). Soit G un schema en groupes 
fini et plat sur Ok, Gi = Gxg .^ -,Spec(Ox/|5), on note avec ([BBM, 1.3.1]) 
G_i le faisceau sur {S/En)QYiis defini par Gi{U,T) = Gi{U) = Ilom.s{U,Gi). 
Pour tout faisceau F de Ab^/^^ , soit Houig/^^ (G^ , F) le faisceau defini par 
noms/E„{Gi, F){U,T) = 'iiomAh,j/j.{Gi^u,Fu), oil Gi^u et Fu designent les 
restrictions de G^ et F a {U/T)cris, et: 

Boms/EAG^F) =RomA^,^,JG„F) = H\iS/EnhRis,noms/EAG„F)). 

Pour i > 1, on definit egalement les faisceaux £'xt^/^ iGi,F) comme les fais- 
ceaux associes aux prefaisceaux {U,T) I— > Ext\u {Gijj,Fij) (cf. [BBM], 1.3. 3) 

et Extl./^JGi, F) = //0((5/F„)cRis, ^xt^^/^JGi, F)). Solent 5syn la categoric 
des S'-schemas munie de la topologie syntomique et (Ah/S) la categoric des fais- 
ceaux abeliens sur ^syn, on definit enfin un foncteur w^ : Ab^/^;^ -^ (Ah/S) 
qui a un faisceau F associe: 

X^w,iF){X) = H'i{X/En)cKls,F\^x/E„)cnJ 

= H {{X/En)cnS,F\(^X/En)crJ 

qui est bien un faisceau sur S'syn iiX/En)cns est le petit site cristallin, cf. 2.3). 

Lemme 3.2.1. Avec les notations precedentes, soit F un faisceau de 
^^S/E„, on a: 

Homs./^„(Gi,F) = Hom(Ab/s)(G'i,tt;*F). 

Preuve. Si H G (Ah/S), on note w*H le faisceau sur (5'/F„)cris defini 
par {w* H){U, T) = H{U): {w* ,w^:) forme un couple de foncteurs adjoints ([Be, 
III. 4. 4]). Comme G^ = w*Gi, on a: 

Hom5/s„(Gi,F) = Hom5/s„(u;*Gi,F) = Hom(Ab/s)(Gi,ty*F). D 
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On note Ga le S'-schema en groupes Spec{{OK/pOK)[X]) et G^j le faisceau 
de Ahs/E„ defini par G^{U, T) = B.ouis{U, Ga). 

COROLLAIRE 3.2.2. On a des isomorphismes: 

Preuve. Soient A^ (resp. A^) la multiplication Gi xs Gi ^ Gi (resp. 
G ^sr,f(OK) G ^ G) et pij, i € {1,2}, les deux projections Gi X5 Gi —>■ Gi 
(resp. G X ^^ G —^ G), on a (avec des notations evidentes): 

Hom(Ab/s)(G'i,t«*Os/E„) = {x£ w^Os/EjGi)/iAG^ - pr^ - pr2)(x) = 0} 

= {xGO-;?(G)/(AG-pri-pr2)(x)=0} 
= ^^^iAh/OK)^G,Ol'-;^) par {2.2.2), 

d'oii le resultat dans ce cas par (3.2.1). La preuve avec G „ a la place de Os/e^ 
est la meme puisque w^^G^ est le faisceau structural sur S'syn ([Be, III.4.4.8]). 

D 

Dans [BBM, 3.1.5] il est associe a Gi un cristal D(Gi) (dit de Dieudonne) 
sur {S/En)cRis defini par D(Gi) = Sxtl^^JG^Og/Ej ([BBM, 3.1.3]). En 
fait, le cristal construit dans (loc. cit.) vit sur un site plus gros, note (5'/S)cris! 
et ce que nous appelons D(Gi) ici en est la restriction au site {S/En)cRiS 
([BBM, 1.3.3.8]). La topologie syntomique n'est pas consideree dans [BBM], 
mais il s'agit bien du meme cristal par [BBM, 2.3.11]. En particulier: 

Proposition 3.2.3 ([BBM, 4.3.1]). Supposons G tue par p de rang p'^, 
alors le cristal D(Gi) est un faisceau de Os/E„/p^s/E„-^TT'0dules localement 
lihres de rang d. 

Proposition 3.2.4. Soit G un schema en groupes fini et plat sur Ok 
tue par p^, on a un isomorphisme canonique de Sn-modules: 

H^{iS/E^)cKisMGi)) =T>iGi)iS,En) ^ Homs/EjG„Os/Ej. 

Preuve. On applique [BBM, 4.2.9] avec m = n et Tm = En- □ 

Comme £"„ = Spec(S'„) oii Sn est un anneau local, on deduit de (3.2.2), 
(3.2.4) et (3.2.3): 

COROLLAiRE 3.2.5. Soit G un schema en groupes fini et plat sur Ok tue 
par p de rang p'^, le Si-module Mod(G) = Hom,y^|^//^ ^(G, OJ"^) est libre de 
rang d. 
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Avant de passer au (pi, notons le lemme suivant, qui sera utile: 

Lemme 3.2.6. Soit ^ G' ^ G ^ G" — > une suite exacte de schemas 
en groupes finis et plats sur Ok tues par p'"", alors on a une suite exacte de 
Sn-modules: 

^ Hom(Ab/o^)(G'", O^":) ^ Hom(A^/0^^(G, O^f;^) 

Preuve. Par [BBM, 4.2.7], on a une suite exacte courte de ©£;„ -modules 
dans (^rO^ar: 

-^xt^/i,„(G;,O5/i?Jb„,_^0. 

Comme ces faisceaux sont quasi-coherents ([BBM, 2.3.1]) et que En est afRne, 
on a encore une suite exacte avec les H^{{S/ En) cRiSi —)■ Par (3.2.4) et (3.2.2), 
on en deduit une suite exacte comme dans I'enonce. D 

Nous montrons maintenant que i^i(Fil Mod(G)) engendre Mod(G) (G tue 
par p). Bien que certains resultats soient valables sur (5'/-E„)cRiS) n > 1, et 
avec un schema en groupes fini et plat G annule par une puissance quelconque 
de p, on se restreint la plupart du temps au cas n = 1 et pG = pour sim- 
plifier. Pour tout {U,T) de (5'/£^i)criS) le morphisme Ot —^ Ou induit une 
surjection Os/Ex ~^ G^ dans Ahs/Ei- Comme £^xt^,^ {Gi,Os/Ei)j Is fais- 
ceau £'xt^/^ {Gi,Ga) est un O^/^;^ -module (quasi-coherent au sens de [BBM, 
1.1.18]) et son calcul pour la topologie syntomique s'identifie a son calcul pour 
la topologie de Zariski ([BBM, 2.3.12]). 

Lemme 3.2.7. Soit G un schema en groupes fini et plat sur Ok tue 
par p et Gi = G ^spcc(Ok) ^P^^i^K/p), la surjection OgjE^ — > G^j induit 
une surjection de O g i ^^^-raodules £^xt^/^_ (G^, Os/Ei) ~^ ^^^\/e {^i^Q-a) dans 

^^S/Ex ■ 

Preuve. Pour tout groupe p-divisible }i sur S", on note H_ le faisceau 
{U,T) I— > H{U) sur (S'/-E'?i)cRis {n > 1). Rappelons que Js/Ei est le fais- 
ceau sur {S/Ei)cKis defini par Js/eAU,T) = Ker{T{T,OT) ^ r{U,Ou)) et 
qu'on a une suite exacte dans Ahg/Ei'- ^ ~^ J's/Ei ~^ ^S/Ei ~^ Q-a ^ 0- 
Puisque S est le spectre d'un anneau local, par [BBM, 3.1.1] il existe un 
5-schema abelien A et une S-immersion fermee Gi ^^ A (c'est un cas par- 
ticulier d'un theoreme de Raynaud). Soit H le groupe p-divisible associe a A, 
alors H' = H/Gi est encore un groupe p-divisible ([BBM, 3.3.12]), de sorte 
qu'on a une suite exacte pour la topologie fppf: ^ Gi ^ H ^ H' ^ 0. Pour 
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i < 2 et * € {Gi,H,H'}, les faisceaux <Sxt^ /^^ (* , ^5/^; J , Sxt'^g,^_^{*,Os/Ei) et 
£'xt^/^ (*, G„) sont egaux aux £xV correspondants calcules pour la topologie 
fppf ([BBM, 2.3.10, 2.4.5, 2.3.12 et 2.4.6]). On a done un diagramme commu- 
tatif dans Ahs/Ei '■ 

i i 

i 
£^tliESH,Js/E,) 

ou les deux suites de trois termes sont exactes pour la topologie fppf. Par 
[BBM, 3.3.2(iii), 3.3.4(iii)) et 1.3.8], on a 

^xt|/^^(^',GJ = £xiliE^{H,Js/E,) = 0. 

Une chasse au diagramme donne alors la surjection pour la topologie fppf, done 
pour la topologie syntomique puisque les deux faisceaux sont quasi-coherents 
au sens de [BBM, 1.1.18] (voir [BBM, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.9 et 2.3.12]). D 

COROLLAIRE 3.2.8. Avec les notations de (3.2.7), on a une surjection de 
Si-modules: 

Ext 5/ El (^1 ' ^S/Ei ) -^ Ext_5./^^ (Gi , G a) . 

Preuve. Pour tout faisceau F sur (S'/£'i)criS; on a H^{{S/Ei)QYas,F) = 
F{S,Ei) puisque {S,Ei) est I'objet final du site. Les faisceaux 

Sxtl^E, (Gi , Os/E^ ) et £:xt^/^^ (Gi , G J 

sont quasi-coherents lorsque restreints a (-E'i)zar (voir preuve precedente) et 
comme Ei est afHne, le resultat est clair en vertu de (3.2.7). D 

Pour tout groupe p-divisible H sur S, on note H{n) le schema en groupes 
fini et plat Ker(p" : H -^ H) et H_{n) le faisceau iU,T) 1-^ }loins{U,H{n)) sur 
(S/Enhms in>l). 

Proposition 3.2.9. Soit H un groupe p-divisible sur S, on a une sur- 
jection de Si-modules: }ionis/Ei{IL{^),Os/Ei) ~^ Homp/p^(ff (1). G^). 

Preuve. Si F est un faisceau sur (5'/E'i)cris annule par p, on a une ap- 
plication naturelle Ext^j, (^(1),^) -^ ^oiLag/^^{H_{l),F) qui a une classe 
d'extension — > -F — > £" ^ ^(1) ~^ dans Ahg/E-^ associe I'homomorphisme 
^(1) -^ F donne par le diagramme du serpent relatif a la multiplication par 
p sur cette extension. Cette application etant clairement fonctorielle en F, on 



520 CHRISTOPHE BREUIL 

a un diagramme commutatif: 



Extib,/,^(^(l),05/i?J - 


-^ ll0Uis/E,mi),0s,E, 


i 


i 


Extib,/,^(^(1),GJ - 


-^ Hom5/^^(F(l),GJ 


ise par: 




^^i\,ESH{l),Os/E,) - 


. Hom5/s,(^(l),05/i?J 


i 


i 



puisque le prefaisceau des homomorphismes locaux est un faisceau. Par (3.2.8) 
et une chasse au diagramme triviale, il suffit de montrer la surjectivite de la 
fleche horizontale inferieure, ou encore la surjectivite de la fleche: 

(*) Extib,/,^ (^(1), G J ^ Hom5/s,(^(l), G J. 

Mais, puisque H est un groupe p-divisible, on a une extension dans Ab^/^;^ : 
-^ H{1) -^ H{2) ^ H{1) -^ (en effet, -^ H{1) -^ H{2) ^ H{1) -^ 
est exact pour la topologie syntomique sur S en utilisant la premiere partie de 
la preuve de (2.2.3) et on applique la propriete 4 des morphismes syntomiques 
pour voir que la suite reste exacte dans (5'/ii^i)cRis)) elle fournit done un ho- 
momorphisme cobord Homg/^^ (H{V). G „) -^ Ext^^, {Hil)-,Q.a) l^i envoie 
un homomorphisme / sur la classe d'extensions -^ G^ -^ H.{'^)®H{i)jQ-a ~^ 
H_[l) -^ 0. On verifie en regardant le diagramme du serpent de la multiplica- 
tion par p sur cette extension qu'on a construit une section de la fleche (*), 
d'oii le resultat. D 

De (3.2.2), on deduit: 

COROLLAIRE 3.2.10. Soit H un groupe p-divisible sur Spec(Oi^), on a 
une surjection de Si-modules: 

^^^ikh/OK)^H{l),Of-) -. Hom(Ab/0^)(^(l),e)i). 

Lemme 3.2.11. Soit H un groupe p-divisible sur Spec^Ox), on a des 
surjections de S2-modules: 

H°-(Ab/0^)(^(2)>^2-^^) - Hom(Ab/o^)(i^(l),:^iT)- 

Preuve. Par (2.3.3), on a un isomorphisme: 

Hom(Ab/0^)(^(l)>C?J:^) - Hom(Ab/o^)(i^(l),02t) 



GROUPES p-DIVISIBLES 521 

et, par (2.2.3), une suite exacte dans (Ab/Oi^): -^ H{1) -^ H{2) ^ H{1) 
—f 0, d'ou la premiere surjectivite par (3.2.6) applique avec n = 2. On a aussi 
un isomorphisme: 

(resp. avec c7f"^ et Oi). Le diagramme commutatif de suites exactes dans 
(Ab/Ox) (2.3.3): 



i i 

n , 'Tcris , //^cris 

i i 

n . 'Tcris , /ncvis 

i i 



fournit un diagramme commutatif de suites exactes: 



^ Hom(Ab/o^)(^(2),Jf,';i'=) -^ Hom(Ab/o^)(^(2),CJ^jf) ^ Hom(Ab/o^)(^(2),Ci) 

-. iiomfj,^,/Oj,)iH{2),J^^l') ^ Hom(Ab/o^)(^(2),0^^;=) -* Hom(Ab/o^)(^(2),C2) 

^ Hom(Ab/o^)(^(2),Ji'=,';;=) -> Hom(Ab/o^)(^(2),OJ^;=) ^ Hom(Ab/o^)(^(2),Oi) 

i 


Oil les surjections proviennent de (3.2.10) et de ce qui precede. Une chasse au 
diagramme donne la deuxieme surjection. D 

Pour tout schema X sur Fp, on note Fx le Frobenius absolu. Soit G 
un schema en groupes fini et plat sur Ok et Gi = G ^sr,cc(OK) ^P^'^i^K/p), 



I 




Oi - 


-^ 


i 




02 - 


-^ 


i 




Oi - 


-^ 


i 










■Ap) 



G'f^ ^ Gi 



on note G\ le produit fibre: [ [ . On a un Frobenius (relatif) 

S ^ S 
F : Gi ^ Gf (car Gi est un schema sur Fp) et un Verschiebung V : G^ -^ Gi 
(car Gi est un schema en groupes fini et plat) tels que F oV = p et V oF = p. 

Lemme 3.2.12. Supposons de plus G tue par p^, on a un isomorphisme 
Sn-lineaire: 

Sn ®(0),s„ Hom(A^/0^^(G, O'^;:) ^ Hom(Ab/s)(G'S^\u;*05/sJ 
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tel que le diagramme: 

■S'n'X'(0),s„Hom(Ab/o^){G',C'^"|) -^ Hom(Ab/s)(Gi''\«'.C's/E„) — > Hom(Ab/s)(Gi,w.C's/E„) 

■S'n'X'(0),s„Hom(Ab/o^){G',C'^"|) — > Hom(Ab/o^)(G,Ci^"#) ^ Hom(Ab/s)(Gi.«'*C's/E„) 

commute, ou (p est induit par le Frobenius O'^^^ — > O'^^^ et F par le Frobenius 

Preuve. Notons, avec [BBM], a : En -^ En le relevement du Frobenius 
de S que definit (f> : Sn ^ Sn dans (2.1.1), par [BBM, 1.3.5, 4.2.9] et des 
fonctorialites faciles, on a un diagramme commutatif de 0£;„-modules: 

a*{noms/EMl,Os/Ej\E„^.J -^ noms/EMl\Os/Ej\E„,... 

OU la fleche horizontale inferieure est un isomorphisnie car £xt\,,^ (G^ , OgjE^ ) 

est un cristal (cf. [BBM, 3.1.3 et 1.3.5]). Compte tenu de [BBM, 2.3.1] et du 
fait que En est un schema afRne, on en deduit un isomorphisme S'n-lineaire: 

Sn 0(0),5„ Homcj/sJGi, Os/eJ ^^ Roms/E„{Gi\<^s/Ej 

d'oii I'isomorphisme de I'enonce par (3.2.1) et (3.2.2). La commutativite 
du diagramme provient du fait que la composee On^^{Gi) -^ On^^{G{' ) -^ 
On^^{Gi) est precisement la definition du Frobenius cristallin. D 

Lemme 3.2.13. Soit G un schema en groupes fini et plat sur Ok tue par 
p, on a: 

Ker(Id (^(p-.Si ^(^),si Mod(G) -^ Mod(G)) = Im(5i 0(^)^5^ FiliMod(G)). 

Preuve. On le montre par un calcul local, independant de [BBM]. Soit 
/ G Si 'Si(^)^Si Mod(G), il existe des fi^m £ Mod(G) tels que / s'ecrive: 



/= Yl u'-^ipmiu^) ® fi. 



ig{0,...,p-l} 



Si (Id ^ 4>){f) = 0, c'est que pour tout 21 de Sp/((9/^)syn et tout x € G(2t): 

X! u'7pm{u'')(j){fi^m{x)) = 

meN 
ie{o,...,p-i} 

dans Of^^^i^). II suffit done de montrer fi^m{x) G J'f"'^(2l). C'est un probleme 
local; on pent done supposer 2t = 2too (2.3.2). La formule (2.3.2,(2)) montre 
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que pour tout {i,m), on a (t){fi,m{x)) £ Aqo C ©^"^(Sloo) et qu'on a une 
injection: 

ie{o,...,p-i} 

d'oii (t){fi,m{x)) = dans ©^"^(Sloo)- On conclut alors par la suite exacte: 

^ c7f,?(2loo) ^ Ofy;^(2loo) ^ Oi';'(2too) qu'on verifie a partir de (2.3.2) 
(p>3).' ' ' D 

Proposition 3.2.14. Soit H un groupe p-divisible sur Spec(C'_ft-), alors 



(FiliMod(F(l)) engendreMod{H{l)) sur Si. 



Preuve. Soit Hi = H XspcciOx) ^' ^^ Verschiebung V : Hi{2)^p^ -^ Hi{2) 
induit un homomorphisme: 

Hom(Ab/5)(^i(2),ti'*05/£j -^ Hom(Ab/s)(^i(2)^^\^*05/sJ. 

Par (3.2.1), (3.2.2), (3.2.12) et comme F oV = p, on deduit un diagramme 
commutatif: 

Hom(Ab/OK)(^(2),Oi-) ^ 52®(^),5.Hom(Ab/0^)(^(2),Oi:i^) 

II i H(gi<^ 

et un diagramme analogue avec OJ"® (et -ff(l)). Soit 

/€Hom(Ab/0^)(^(l)'^i:^)' 
par (3.2.13), V{f) s'ecrit: V{f) = X) -^i ^X) /« oil Sj € 5*2 et fi provient de 

Ho-(Ab/OK)(^(l)'^i-?) = Hom(Ab/0^)(^(2),^r)- 

Par (3.2.11), il existe des releves fi de fi dans Hom,Ai //?p AH{2).,J^"^) et 
r image de 

Y.^i®fi^S2 ®(0),52 Hom(Ab/0^^(i7(2), O^y;^) 

dans Si ®[^)^Si -'^^^fAb/O ~)(^(-'^)' ^i^^^^) ^^^ P^^ construction V{f). Soit / 
un releve quelconque de / dans Hom,Ai //^^ , (i7(2), Og^^^) (3.2.11), F(/) — 

Y.Si®fia, done pour image dans 5*2 ®{^),S2 -'^°™(Ab/C'/^)'^^'^^)' ^™^)- ^^^^ 
on a une suite exacte: 

0^Hom(Ab/o,)(i:f(2),OjJ) ^ Hom(Ab/o^)(i?(2),02T) 

^ Hom(Ab/o,)(i^(2),O^:^)^0 
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(preuve de (3.2.11)), d'ou une suite exacte: 

52 0(^),5,Hom(Ab/O,)(i:^(2),OJ:;^) ^ 52 0(^),5,Hom(Ab/O,)(^(2),O^:;^) 

^ S2 0(^),5, Hom(Ab/o,)(^(2), Of!^) ^ 0. 

Done il existe 

g G S2 ®(^),5, Hom(Ab/0^)(^(2),O^:^) 

tel quera = ^(/VE ^^^/^ d'ou, dans Hom(Ab/0^)(^(2), O^:;^) C ©^^^^(i:^ (2)): 

(Id®(/>)(^Si0/i) = p(ld0(/)i)(^si(g)/i) 

= (Id®(/))(^(/))-p(Id0</')(ff) 
= Pf -pO'd(S)(l)){g) 

qui entraine, dans Hom(^^/0^^(i7(2), Of^;^) C Of^{H{2)) (2.3.3): 

(Id 4>i){j2 si^n) = f- (Id 0)(5). 

Mais g s'eerit Y.ti®9i dans S*! (8)(<^),5i Mod(iJ(l)), d'ou / = (Id «) (/)i ) (X) Sj <8) 
/j + E c~^tj (8) u'^gi)'- tout / est dans I'image deld® (pi. D 

COROLLAIRE 3.2.15. Soit G un schema en groupes fini et plat sur Ok 
tue par p, alors 0i(Fil Mod(G)) engendre Mod(G) sur Si. 

Preuve. En procedant coninie en (3.2.7), on trouve un groupe p-divisible 
H sur Spec(Oi^) et une Oft:-immersion fermee {Ok est local): G •—> H{1). 
En notant G' le conoyau, on a une suite exacte dans (p-Gr/Ox): ^ G ^ 
H{1) — > G' — > 0, d'oia un diagramme commutatif oil la fleche du haut est 
surjective par (3.2.6): 

Idl8<^l t T ld«0l 

Par (3.2.14), la fleche verticale de gauche est aussi surjective, d'ou le resultat. 

D 

Remarque 3.2.16. Soit G comme dans (3.2.15) et posons A^ = Mod(G) 
et Fil^TW = Fil^Mod(G), des preuves de (3.2.14) et (3.2.15), on deduit aisement 
que la composee: 

(id®0i)-i Fil-'-A^ 

■^ ^ '' ^^^)-^^ (n^Fil^A^ + FiFg.A^) ^ '' ^^^^'^^ ^ 
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(voir 2.1.2.3) n'est autre que le Verschiebung. Rappelons que le Frobenius 
F = ld(^ (p (cf. 3.2.12): 5*1 (X'(0),s'i Ai —^ ^A s'exprime aussi a partir de 0i par 

•^W = 4^Mvx) (2.3.4). 

3.3. U equivalence de categories. En (3.1), on a associe a tout objet A4 
de (Mod/S*!) un schema en groupes Gr(A4) de {p-Gt/Ok) annule par p. En 
(3.2), on a associe a tout objet G de (p-Gi/Ok) annule par p un module 
Mod(G) de (Mod/ Si). On montre ici qu'on a des identifications naturelles (et 
fonctorielles): M ^ Mod(Gr(7W)) et G ^ Gr(Mod(G)). 

Lemme 3.3.1. Soit M' ^ A4 un niorphisnie d^ oh jets de (Mod/S*!) tel que 
le noyau (du morphisme de modules sous-jacent) est contenu dans FiFS'iA^', 
alors ce noyau est nul. 

Preuve. Soit K = Kei{(l)i{V\\^ M') -> 0i(Fil^A^)) et x = (piiy) G /C, on a 
X G YWSiM' done x = dans M' (2.1.2.2) done y G u'^YW^M' par (2.1.2.1) 
done y G u^'Yil^M' + YlWSiM' done (/>i(y) = = x; i.e. /C = 0. Comme ^i est 
plat sur k[uP]lu'^^, on a par (2.1.2.3): Kei{M-' -^ M.) = Si (^k[up]/u^p ^ d'oia le 
resultat. D 

Lemme 3.3.2. Soit f : M' ^ M un morphisme d'objets de (Mod/Si), 
on suppose: (1) rg^^A^' =Tgg_^M et (2) Ker(/) C FiFS'iA^', alors f est un 
isomorphisme. 

Preuve. Par (3.3.1) on a en particulier 0i(Fil J\A') ^^ i;^i(Fil Ad). Soit 
/ : AA' ^ A^ le morphisme dans (Mod/5i) deduit de / (2.1.2.2), comme 
(j)i{¥\\^M') ^ ^i{¥\\^M') et 0i(Fil^A4) ^ ^i{¥i\^M) (meme raisonnement 
que dans la preuve de (3.3.1)), on a ^i{V\\^M') ^ 4)i{Y\\^M) d'ou par (2.1.2.1) 
M' ^^ M. Comme il s'agit par ailleurs de deux fc-espaces vectoriels de meme 
dimension, on a M' —^ M d'ou M' —^ M par (2.1.2.2). D 

Soit A4 un objet de (Mod/5i), il est clair qu'on a un morphisme S'l-lineaire 
canonique: 



A^ ^Hom(Ab/0^^(^Hom,(Mod/5o(-^>C?i:")'O?"j ^Mod(Gr(A^)) 

qui preserve Fil et commute a 0i: c'est done un morphisme d'objets de 
(Mod/5i). 

Lemme 3.3.3. Avec les notations ci-dessus, le noyau (sur les modules 
sous-jacents) du morphisme A4 -^ Mod(Gr(A^)) est contenu dans FiF5'iA4. 

Preuve. Soit x G A^ tel que, pour tout 21 de Spf{OK)syn et tout / de 
}iom,(^Mod/Si){M,Of^{^)), on ait f{x) = dans Of^i^). Notons, comme en 
(3.1), Rj\^ la bigebre de Gr(Al) et soit / I'image de Mr .. dans 1' isomorphisme 
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Ho™Ok(^A4''^7W) ^ Hom,(Mod/5i)(-^>C)fy;"(i?_yv4)) (3.1.8), on a en parti- 
culier f{x) = dans Of"'*(it!_^). Soient (ei, . . . , e^) une base adaptee de ^A 

d 

(2.1.2.6), {si)i<i<d G Sf tels que x = ^s.e^ et jf'(i?>j) I'ideal de Ol^^R^) 

i=l 

engendre par les 7p(x), x G Jf^^iR^), un examen de la preuve de (3.1.5) 

montre que, dans Of'^{Rji^)/J^f\Rj^), on a /(e^) = Yifi(g)l+Yi^i®u-\ h 

X'i^p-i li^""*^ ou les Xjj- interviennent dans la presentation de -Ra/( associee 
a la base (ei,...,erf) (cf. 3.1.1). On a done dans Oi"^{Rj^)/Ji{Rj^) (et 

en allegeant les notations): ^s7(Xj^o + fJ-Xi^i + • • • + u^~^Xj^p_i) = 0. En 

4 = 1 

procedant comme en (2.3.2), on pent extraire des racines p" sur Rx/i et 

fabriquer un R_^ ^ tel que 

(RM,JpRM,Ji^y(^' - ^) -- Oi"^(^A4,oo)/'^f'(^A^,oo) 

ou J| (-R_y\4 (,o) est defini comme pour R^ (I'injection resulte de (2.3.2,(2))). 
Comme 

{R^/pR^)[n]/{uP -tt)^ («A^,oo/^«A^,oo)N/(^" " ^r) 

puisque Rj\^ oo/P-^M oo ^®* ^^^ limite inductive de recouvrements syntomiques 
de Rj\yi/pRj\^, on a: 

{RM/pRMM/i^" - ^) -- oj:;^(i?_^)/jfi(i?_^) 

d'ou 

d 

^sl(Xi,o + nXi,i + • • • + nP~^Xi,p_i) = 
j=i 

d 
dans {R^/pR^)[u]/{u^ — ^r); ce qui entraine modulo u: y^JjXifi = dans 

i=l 

R-M-I^Rm.- -^^ vertu de I'expression de -R_y\4 a la fin de la preuve de (3.1.1), 
on en deduit s j = dans k pour tout i E {1, . . . , d}; i.e. Sj G nS*! + FiFS"!. Soit 
s[ S 5i tel que Si — us[ € FiF5i, on a done 

^us^(Xi,o + nXi,i + • • • + nP-^Xi,p_i) = 
j=i 

dans (i?_y^/pi?_y\^)[u]/(nP — vr) soit 

d 

Y?'i(Xi,^ + ^^i,i + • • • + ii^"'X4,p-i) G u"^-H^>i/p^A^)M/(«'' - ^) 

i=l 
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puisque {Rka/pRka)[u]/{u^ — vr) est libre sur k[u\/u^'P. A nouveau, on en 

d 
deduit modulo u: ^s^Xj^o = dans Rj^/ttRj^; i.e. s^ = dans k; i.e. 

Si G u^S"! + FiFS*!. Une recurrence evidente donne finalement pour tout i G 
{1, . . . , d}, Si G u^P^i + FiF5i = FiF5i. D 

COROLLAIRE 3.3.4. PouT tout objet M de [Mod/ Si), on a M -^ 
Mod(Gr(7W)). 

Preuve. Par (3.1.1) et (3.2.5), on a rgg^M = rg5^Mod(Gr(X)), d'ou le 
resultat par (3.3.3) et (3.3.2). D 

Lemme 3.3.5. Soient G', G deux schemas en groupes finis et plats sur 
Ok tues par p et f : G' ^> G un morphisme dans [p-Gt/Ok) Qui induit un 
isomorphisme Mod(/) : Mod(G) ^ Mod(G') dans (Mod/S*!), alors f est un 
isomorphisme dans (p-Gt/Ok)- 

Preuve. Soient Gk = G -XspcciOK) Spec(/c) et G',, = G' -XspcciOx) Spec(fc), 
puisque les bigebres de G et G' sont completes pour la topologie vr-adique et 
sans TT-torsion, il suffit de montrer que le morphisme de schemas en groupes 
G'f^ -^ Gk est un isomorphisme. A partir de 0i, on reconstruit sur Mod(G) 
le Probenius F = M (g) (/) : Si <S)(^),Si Mod(G) --> Mod(G) et le Verschiebung 
V : Mod(G) -^ 5i(g)(<^),5,Mod(G) (cf. 3.2.16) et on pose M(Gfc) = Mod(G)Osi 
k muni des F et F induits ou Si ^ k est la surjection 7i(ii) i-^ 0, i > 1 (resp. 
M{G'i^) = Mod(G') ^Si k). L' isomorphisme dans (Mod/5i) induit done un 
isomorphisme de /c-espaces vectoriels compatible a F et V: M{Gk) -^ M{G'p,). 
Par ailleurs, Mod(G) s'identifie a T>{Gi){S,Ei) = Ext^/^^ (G^ , Os/Ei ) ou 
Gi = G Xspcc(0/^) ^ (3.2.4 et 3.2.2), cette identification etant compatible aux 
operateurs F et F (resp. avec G'). Par [BBM, preuve de 4.3.1], {M{Gk),F,V) 
et {M{G'f^),F,V) s'identifient alors aux modules de Dieudonne classiques as- 
socies a Gk et G'^. Comme le foncteur de Dieudonne classique est pleinement 
fidele ([BM,Th. 1]), on en deduit G'^ ^ Gfc. D 

COROLLAiRE 3.3.6. Pour tout groupe G de (p-Gt/Ok) annule par p, on 
aG ^^ Gr(Mod(G)). 

Preuve. Soit G un objet de (p-Gt/Ok) tue par p, il est clair qu'on a un 
morphisme canonique dans (p-Gt/Ok)'- G -^ Gr(Mod(G)), d'oii un morphisme 
dans (Mod/S"!): Mod(Gr(Mod(G))) -^ Mod(G) tel que la composee avec le 
morphisme canonique en (3.3.3): Mod(G) --> Mod(Gr(Mod(G))) --> Mod(G) 
est I'identite. Comme Mod(G) -^ Mod(Gr(Mod(G))) est un isomorphisme 
par (3.3.4), la Heche Mod(Gr(Mod(G))) -^ Mod(G) est aussi un isomorphisme 
dans (Mod/5i), d'oii le resultat par (3.3.5). D 
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On a done demontre: 

Theoreme 3.3.7. Supposons p ^ 2, le foncteur Mod (3.2) etablit une 
antiequivalence de categories entre la categoric des schemas en groupes finis 
et plats sur Ok tues par p et la categoric de modules (Mod/5i) (2.1.1). Le 
foncteur Gr (3.1) en est un quasi-inverse. 

4. Schemas en groupes annules par une puissance de p 

On suppose toujours p 7^ 2 et on niontre qu'un certain faisceau d'extensions 
est "nul" , ce qui permet de faire les devissages necessaires pour etendre I'equiva- 
lence (3.3.7) au cas des p-groupes (finis, plats), puis au cas des groupes 
p-divisibles. 

4.1. Nullite de certains faisceaux d^ extensions. Rappelons qu'une suite 
-^ M' ^ M ^ M" -^ dans '{Mod/S) est dite exacte si la suite de 
S'-modules sous-jacente est exacte ainsi que la suite — > Fil M' ^ Fil A4 ^ 
Fil Ad" — >■ (2.1.1). La categorie '(Mod/S) n'est pas abelienne mais, si M 
et N sont dans '(Mod/5), on definit I'ensemble Ext/^j^j^^ /^-j ( A4 , TV) comme 
les classes d'extensions O^TV— >£^^A4^0 dans '(Mod/S"). Si on a un 
morphisme M.' — > M. dans '(Mod/S*), le produit fibre de S'-modules £ ^ ji^ M' 
muni de Fil^f ^F'l^ M ^il^-^' ^^ du (^1 induit est un objet de '{Mod/S) et on 
a une suite exacte dans '(Mod/5): ^ M ^> £ xj^ M' -^ M' -^ 0. Si on a 
un morphisme TV — > TV" dans '(Mod/5), la somme amalgamee de 5- modules 
TV" (Bj\/ £ munie de Fil^TV" ©p-ii « r Fil"'^£' (qui est bien un sous-module) et du 

4>i induit est un objet de '(Mod/5) et on a une suite exacte dans '(Mod/5): 
^ TV" ^ TV" e_/y- £ ^ M ^ 0. Done Eyit}^^^^/g-^{M,J\f) est un foncteur 
contravariant en M et covariant en TV. On dira qu'une extension est nulle si 
elle est scindee dans '(Mod/5). Le lemme suivant, dont la demonstration est 
laissee en exercice au lecteur, nous suffira: 

Lemme 4.1.1. Soient -^ M' ^ M —^ M" -^ une suite exacte 
courte dans '(Mod/5), TV un oh jet quelconque de '(Mod/5), / un element de 
Hom/(Mod/s)(T^')-^) 6i {£) un element de Ext^jyt^j /^^n (TW , TV) , alors: 

(1) r image de f dans Ext,^f^Q^/g^(TV4",TV) est nulle si et seulement si f 
provient de Hom/(Mod/S)(T^)-^); 

(2) r image de {£) dans Ext,/j^jQj/^-)(TW,TV) est nulle si et seulement si {£) 
provient de Ext}f^j^^^^,gJM" ,M). 

On rappelle que pour tout schema formel X de Sp/(0/^)syn la donnee 
{0^\{X),J'^^^{X), (pi) est un objet de '(Mod/5) et qu'on a des suites exactes 
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dans '(Mod/5): ^ 0^"|(X) ^ O^'^^iX) ^ O^'^i^) (2.3). Soit M un 
objet de '(Mod/S*), on definit £xt,,-^^^,g-.{Ai,0'i^'^^) comme le faisceau sur 
Sp/(C'x)syn associe au prefaisceau X i-^ E-Kt,/yl^^^/g\{^A,0^^^{3C)). Si M est 
dans '{Mod/ Si), on definit de meme ^^'^UMod/s ~)(-^'^iT) comme le faisceau 
sur Sp/(C'x)syn associe au prefaisceau X i-^ Ext,/j^^^ ,^ )i-M., Oi"^{X)) (il s'agit 
done dans ce cas d'extensions tuees par p). On ecrit fxt^j^^^/^JA^, O™^^) 
= (resp. £xt}^y^^^^g^^{M,Ol"^) = 0) si, quel que soit X dans Sp/(C'x)syn, 

toute extension de Ext,\Mod/5)(-^> OZ':A^)) (resp. Ext,\Mod/5i)(-^> 0i?(^))) 
se scinde sur un recouvrement de X dans Sp/(C'i^)syn. 

Lemme 4.1.2. Soit M un objet de {Mod/ Si), si £^t}^Mod/Si)(-^' ^i'^') = ^ 
alors£^t\^,^^/,^{M,OZ%) = 0. 

Preuve. II suffit de montrer que pour toute Ox-algebre 21 comme en 
(2.2.1) et toute extension -^ 0^*^(21) ^£ ^ M^Q dans '{Mod/S), il exis- 
te un recouvrement syntomique de 21 sur lequel I'extension se scinde. Notons ps 
la multiplication par p sur £, les diagrammes du serpent relatifs a la multipli- 
cation par p sur les suites exactes de S'-modules -^ 0^*^,^(21) ^ £ ^ M. ^ Q 
et ^ ^™l(2l) —> V\\^£ -^ Fil^A4 —> fournissent des suites exactes de 
S'-modules: 

- 0^:^(2l) - Ker(p^) ^M^ 0-^(2l)/pO-%(2l), 

^ Ji-i^(2l) ^ FiliKer(p^) - Fil^X 4 :r^"^(2l)/p:r^"^(2l). 

Soient (xi, . . . , Xd) une base de M. sur 5*1 et (yi, . . . , y^) une famille de Fil M. 
telle que Fil^A^ = ^ SiHi + ^FiV- SiXi. A cause des suites exactes de faisceaux 

n > /ncris , /^cris P /ncris , n of n ^ ^cris , 'Tcris P 'Tcris , n ^1 

'-' ^ "-^l.TT ~^ '^00,-K ~^ ^00,-K ^ U er U ^ Jl^^ -^ JoO,-K ~^ ^00,-K ~^ U, U 

existe un recouvrement (2lj)jgj de 21 dans Sp/(C'x)syn tel que pour tout i,j: 
res2^.(r(xi)) = et res2^.(r'(yj)) = 0. Soit £j = 0™f7r(2lj)©^.^cris (<^,^£ (somme 

amalgamee dans '{Mod/S)), on a done pour tout j un diagramme commutatif 
de suites exactes dans '(Mod/5): 

-^ Of/^{'iij) -^ Kei{pg.) -^ M ^ 

^ OZ%{%) - £j ^ M ^ 0. 

Mais par hypothese pour tout j il existe un recouvrement syntomique {^jji)ji^jf 
de 2lj tel que la suite exacte: 

^ of;^{%y) ^ of;^{%y) ®of:{^,) ^"'(%-) - -^ - o 
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est scindee. Conime on a un diagramme commutatif: 
^ Of:l^(2l,y) -. Ofy^(%,,) ©^„i3(2i^.) Ker(p^p ^ M ^ 

i i w 

la suite exacte inferieure est egalement scindee, d'oii le resultat. D 

Proposition 4.1.3. Soit M un objet de (Mod/ Si), dors: 

^xt,\Mod/S.)(-^'^?^)=0- 

Preuve. Soit 21 dans Spf{OK)syn et 2too, Of^{^oo) comme en (2.3.2), 
il suffit de montrer que toute extension —i- Of^^{%oo) -^ £ ^ M. ^ 
dans '(Mod/S*!) se scinde sur un recouvrenient syntomique (fini) de 2loo- Soit 
(ei, . . . , Ed) une base adaptee de M. (2.1.2.6), (ri, . . . , r^) les entiers de {0, . . . , e} 
tels que vJ'^ei G Fil^A4 et Q I'unique matrice de GLrf(S'i) telle que: 



/ 0i(n'^iei) \ 


= Q 


(e,\ 


y (l)i{u''dej) j 




\ed I 



On va done chercher a construire une section s : A4 ^> £ dans '{}Aod/ Si) 
quitte a autoriser un recouvrement syntomique de 2loo- Soient Cj des releves 
de Cj dans £, on va les corriger pour que s{ej) = ij soit un morphisme de 
'(Mod/5i). 

Compatibilite aux Fil . Pour tout j, il existe dj G Of^iJ^oo) tel que u'^^ej + 
6j G Fil^f . On rappelle la formule (2.3.2): 

(mo,...,ms+i)GN-+l '^^ "'^ 

• • • 7pm, ii^s)lpms+i (U - Yq) 
„-i 

Oil, pour alleger, on a note Yq = Xq . Done 6j s'ecrit 6j = Sjfi + 6j^i avec 5j^o £ 
Aoo = 2loo/p et (5j- 1 G Ji"^^(2loo). Comme u^-''i6j G Fil^^: (car u^f'c Fil^f j on 
a u^~^^6jfi G J'f"'^(2loo); i-e. Xq ^'^j'o ~ ^ dans ^oo ou encore tt^~'^^5^,q = tt^Xj 
dans 2loo, oia 5j^o designe un releve quelconque de 5jfl. Comme 2loo est plat sur 
Ok, done sans vr-torsion, on deduit (5?o ~ "^"^^^i dans Aqo- Soit yj G Aqo tel 
que yJ = Xj, on a (5^,0 - ^0'"'%)^ = dans Aoo, i-e. (5j,o - Y^'yj G Ji"^^(2loo); 
i.e. 5jfl — u'^^yj G Ji™(2loo) et, quitte a remplacer ij par Cj + y^, on peut 
supposer u^^Cj G Fil £. 
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Compatibilite aux (j)i. Posons: 



\Cd J 



y^ei] 



-G 



\ (AlK'^Cd) J 



\e, J 



et cherchons des 6j dans 0^^(2100) tels que u'^^Sj G J'f"^(2too) et: 
/ 0iKi(ei + 5i)) \ /ei + <5i\ 

; =G ■: , 

\ Mu^'Hed + Sd)) J \ed + 5d J 

c'est-a-dire solution du systeme: 

= g 



\ 0iK'*(5rf) J 



\SdJ 



\cd ) 



Ecrivons dans ©^"^(Sloo) Cj = Cj^ + Cj^i + Cj^2 ou Cjfi G Aqo, Cj,i G (u - lo)^oo, 

Cj,2 £ Ji"^ (2I00) = {Ji"^ {^oo))^^\ il suffit de resoudre separement les trois 
systemes (*o)) (*i)) (*2) obtenus en remplagant les Cj respectivement par les 
Cj,0) Cj^i, Cj^2 dans le systeme (*) et d'additionner les trois solutions pour obtenir 
une solution de (*). 

Resolution de (*2)- C'est le plus facile. Puisque cl)i{J'i"^ (2too)) = 
(car p >3), il est clair que: 

/ '^1,2 \ / Ci,2 \ 



V ^2 J 



\ ''^,2 ) 



est solution. 

Resolution de (*i). Un calcul simple montre que 

</>i(n - Yo) - Y,^-\u - Yo) G JtJ'''^\^^)-, 
on note Ai^2 cet element et on cherche des solutions 5j^i de (*i) sous la forme: 

/ 5i,i \ ( t^i\ ( K'lA \ 



in - Ya 



oil II j G 0™(2loo). Un calcul donne: 



+ Ai,2e^-' 



\i^d j 



\ ^0 l^d J 



\ Mu^'^Sd,!) J 



= Y,^-\u-Yo) 



V ^<i^ J 



I KiA \ 



\ Xo>'d J 



-iu-Yo)g 



/m\ 



\f^d J 
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et il suffit de resoudre, si on pose c 



■j,i 



(u- Yo)dj, dj G ^oo: 



/m\ 



\f^d J 



f di\ 



G-' 



I y^iA \ 



p-ir.-i 



+ Y^-'g 



\dd J 



\ ^0 f^d / 



En reinjectant cette equation dans les fJ' a droite, puis dans les fJ^ qui appa- 
raissent, etc... et puisque 1^" = pour n >> 0, on voit qu'on construit ainsi 
de proche en proche une solution (qui est du coup unique). 

Resolution de (*o)- Les elements de Si etant des elements de Of"^(2loo), 
on pent egalement ecrire la matrice Q sous la forme: Q = Qo + Gi + O2 ovl 
Qq € Gl^d^Aoo)-, Qi = {u — Yq)'H^ TC a coefficients dans A^o et Q2 a coefficients 
dans J'l"^ (2I00) (ecrire u = {u — Yq) + Yq dans G). Un calcul simple montre 

qu'il existe des jj dans A^o tels que 4>i{u^^ —Yq^)—^j{u — Yq) € J'l"^ (2loo); 
on note ^rj,2 cette difference. On cherche les 6jfl sous la forme: 




/ i^r-'-^^i 






+ g-' 



lAYo: 




fj-i 



A.i,2F(f^""''^V^ 






(u - YoYn I : 1+02 




/ vr^'v. 



V yr^^^ 



ou ^'j,/ij € ©^^^(Sloo)- Posons w = 4>i{Yq) — 7p(lcf) G A*^, un calcul donne: 

-Q 



\ 4>i{vr'i8dfl) I 



( y^i^l \ 



rp-l 



yo''\^-Yo) 



/m\ 



(n - ^0)^0 



( ^lY^-^-'Kl \ 



+ {u- Yo) 



Pie-rd) p 



\lld J 

( yr'^i \ 



{u - Yo)n 



V 7<iyo'''"'''-'d J 



V yo ''^d J 
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+ w 



Go 



\-lj 



et pour resoudre (*o), il suffit de resoudre successivement les deux systemes: 



(*0,l) 
(*0,2) 



w 



Go 



\<J 



V Yr'^d j 



V Cd,0 / 



-Q.' 



I ^,Yt"''''v{ \ 



\ldY, 



P((^-ri) V 



(yr'^A 



-n 







-.V 



yyo-'^'^dj 



P-ir.-i 



+ ^o^^^^o 






II est clair que (*o,i) se resoud sur un recouvrement syntomique de Aqo (ou 
2loo) et (*o,2) se resoud alors comme pour (*i), en remplagant 2loo par son 
recouvrement, Q par Qq et les dj par le nouveau terme constant entre crochets. 

D 

COROLLAIRE 4.1.4. Pour tout objet M de (Mod/S'i), 

^xt,\Mod/S)(-^,<t)=0. 

4.2. p-groupes finis et plats sur Ok- Pour p 7^ 2, on construit une anti- 
equivalence de categories entre la categoric des p-groupes finis et plats sur Ok 
et la categoric (Mod/S) puis entre la sous-categorie pleine des p-groupes dont 
le noyau de la multiplication par p" est plat pour tout n et la sous-categorie 
pleine (ModFI/S') (2.1.1.4) puis entre la categoric des groupes p-divisibles sur 
Ok et la categoric des S"- modules fortement divisibles. 

4.2.1. p-groupes generaux. A tout objet A4 de (Mod/S"), on associe un 
faisceau Gi{M.) sur Sp/(Ox)syn en posant 

Gt{M){X) = Hom,(Mod/5)(A^,OS!;(^)) 

et on obtient ainsi un foncteur contravariant: 

Gr : (Mod/5) -^ (Ab/Oi^), M ^ Gi{M). 

Proposition 4.2.1.1. Pour tout M dans (Mod/S*), Gr(A^) est represen- 
table par un schema en groupes fini et plat sur Ok, tue par les puissances de p 
qui annulent M., et le foncteur Gr : (Mod/S) —i- (p-Gt/Ok) preserve les suites 
exactes courtes. 
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Preuve. Soit A4 un objet de (Mod/S) tel qu'il existe une suite exacte dans 
'(Mod/5): O^M[^M^ M'{ ^ ou M'^ et M'l sont dans (Mod/5i). Par 
(4.1.4) et (4.1.1), la suite de faisceaux -^ Gr(X'/) -^ Gt{M) -^ Gr{M'l) -^ 
est exacte dans (Ab/Oi^ ) et S^^huod/s)^'^^ ^ca%) — 0- Comme tout objet de 
(Mod/S*) s'obtient par extensions successives a partir d'objets de (Mod/Si), 
on en deduit £yit}r^^^igAM,0'^^^^) = pour tout M dans (Mod/5). Le 
foncteur Gr : (Mod/5) -^ {Ah /Ok) preserve done les suites exactes courtes. 
La represent abilite resulte alors de (2.2.4). D 

A tout groupe G de (p-Gr/O/^), on associe un objet Mod(G) de '(Mod/5) 
defini par: 

. Mod(G) =Hom(Ab/0;,)(^'^S^'-)' 
. FiliMod(G) = Hom(Ab/0^^(G, JS 



rcris \ 

'oo,7r/' 



H : FiliMod(G) -^ Mod(G) est induit par cpi : J^'l -^ O,^"^ 



CXD,-7r* 



Si H est un groupe p-divisible sur Ok, on rappelle que 
H{n) = Ker(p" : H ^ H). 

Proposition 4.2.1.2. Soit H un groupe p-divisible sur Ok, alors 
Mod{H{n)) est un Sn-module libre de type fini et on a des suites exactes dans 
'(Mod/5) pour tout i € {1, . . . , n — 1}: 

-^ Mod{H{n - i)) -^ Mod[H{n)) -^ Mod(iJ(i)) -^ 0. 

Preuve. Par (3.2.6) (et la suite exacte -> O^^^ -^ 0^'% ^ O^'^^ -^ 0), 
la suite est exacte sur les 5-modules sous-jacents, ce qui entraine facilement 
Mod(-ff(n — i)) -^ p*Mod(-fr(n)) (isomorphisme de 5-modules). On en deduit 
alors la liberte par un devissage a partir du cas tue par p en utilisant que 
Mod(if(l)) est libre sur Si (3.2.5) ainsi que (4.2.2.1) (on pent aussi utiliser 
directement [BBM, 3.3.10] et proceder comme en (3.2.5)). Reste a voir la 
surjectivite des Heches Fil Mod(i7(n)) — > Fil Mod(iif(i)). Par recurrence, il 
sufRt de traiter le cas i = n — 1 et on raisonne comme dans la preuve de (3.2.11) 
avec le diagramme commutatif: 







i 


i 


i 







- Jit - 


- ot - 


-. Oi - 


-4 




i 


I 


i 







T-cris 


- ot - 


- On - 


-^ 




i 


i 


i 







, ^cris 

*-^n— l,7r 


- 0^1,. - 


- On-1 - 


-^ 




i 


i 


i 

















et avec H{n) au ] 


[ieu de H{2). 









n 
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COROLLAIRE 4.2.1.3. Soit G un schema en groupes de (p-Gv/Ok), alors 
</>i(Fil^Mod(G)) engendreMod{G) sur S. 

Preuve. Le resultat est vrai pour G = H{n) par (4.2.1.2), (2.1.1.1) et 
(3.2.14). On le deduit pour G quelconque comme en (3.2.15) en utilisant 
(3.2.6). D 

Nous aurons besoin du lemme: 

Lemme 4.2.1.4. Soit M un objet de (Mod/^i) et soit Fil^'X C Fi\^M 
un sous Si-module contenant Fil^^S'iA^ et tel que 0i(Fil^ M.) engendre encore 
M sur Si, alors ¥\\^' M = ¥\\^M. 

Preuve. Par (2.1.2.3), on a un isomorphisme de A;[n]/n'^-modules: 

qui entraine facilement la surjectivite de Fil M -^ Fil Ai. D 

Proposition 4.2.1.5. Le/oncteMr Mod : (p-Gt/Ok) -^ '(Mod/S) preserve 
les suites exactes courtes, et tonibe done dans (Mod/S). 

Preuve. Le probleme est I'exactitude sur les Fil , celle sur les modules 
decoulant de (3.2.6). J'ignore si Ton pent faire plus simple que la preuve qui 
suit. 

Premier cas. On part d'une suite exacte: ^ G'^ ^ G ^ G" ^ ou G'l 
est tue par p, on a un diagramme commutatif de suites exactes de S'-modules: 







et on pose Fil^'Mod(G;) = Fil^Mod(G)/FiliMod(G") ^ Fil^Mod(G'i). De 
plus, Fili5iMod(G'i) C Fil^'Mod(G'i) et (/>i(Fili'Mod(G'i)) engendre Mod(G'i) 
sur Si puisque c'est vrai pour Fil Mod(G) (4.2.1.3). Par (4.2.1.4), on a done 
Fil^'Mod(Gi) = Fil^Mod(Gi) d'oii I'exactitude dans ce cas. 

Deuxieme cas. On part d'une suite exacte ^ C ^ G ^ G'l ^ oii G'l 
est tue par p. Soit n tel que p^G = 0, en procedant comme en (3.2.15), mais 
de fagon duale (pour la dualite de Cartier), on trouve un groupe p-divisible 
H sur Ok et un epimorphisme H{n) -^ G ^ 0. Notons G^^' le noyau de 
cet epimorphisme et G'^^ le noyau de I'epimorphisme H{n) -^ G'(. On a un 



iliMod(G") - 


-> FiliMod(G) - 


-^ FiliMod(G; 


i 


i 


i 


Mod(G") 


Mod(G) 


Mod(G;) 
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diagramme commutatif de suites exactes dans {p-Gx/Ok)'- 















- 


t 

-^ G' - 


t 

-^ G - 


- G'i - 


-> 


- 


T 
-. G(4) - 

T 

G(3) = 

T 




T 

-. H{n) - 

T 

= G(3) 

T 




- G'i - 


-> 



qui donne un diagramme commutatif de suites exactes de S'-modules: 





i 

FiliMod(G') ^ 

i 
FiliMod(GW) ^ 

i 
FiliMod(G(3)) = 




i 

- FiliMod(G) 

i 

- FiliMod(i?(n)) <r 

i 
-- FiliMod(G(3)), 


- FiliMod(G'/) ^ 


- 


- FiliMod(G'/) ^ 


- 







et si Ton a la surjectivite de Fil^Mod(i7(n)) -^ Fil^Mod(G(^)), une chasse au 
diagramme facile donne celle de Fil Mod(G)^Fil Mod(G'). CommepG'/ = 0, 
le morphisme H{n) -^ G'( se factorise par un epimorphisme H{1) -^ G'{ dont 
on note G^^' le noyau, on a un diagramme commutatif de suites exactes dans 
{p-Gt/Ok). 















- 


T 

-. G(5) - 


T 

- H{1) - 


- G'i - 


-^ 


- 


T 

, Gi^) _ 

T 

H{n-l) = 

T 




T 

H{n) 

T 

= H{n - 1) 

T 




-. Gi - 


-^ 



qui donne un diagramme commutatif de suites exactes de S'-modules: 
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Fil^Mod(G''^^) 

i 

i 
Fil^Mod(i/(n - 1)) 





i 
FiliMod(//(l)) 

i 
Fil^Mod(iy(n)) 

i 
FiliMod(7?(n - 1)) 

i 
0, 



FiliMod(G"i') ^ 

II 
Fil^Mod(Gi) <- 



ou les surjectivites proviennent du premier cas et de (4.2.1.2). Une chasse au 
diagramme donne alors la surjectivite de Fil Mod(if (n)) -^ Fil Mod(G(^^). 

Cas general. On part d'une suite exacte ^ G' ^ G ^ G" -^ quel- 
conque dans (p-Gr/Ox) et on note G"(l) I'adherence scheniatique (au sens 
[Ra, 2.1]) du noyau de la multiplication par p sur G" et G^^) = G"/G"{1). Soit 
(7(3) le produit fibre G Xqh G"{1), comme G^^' s'insere dans une suite exacte 
^ G' ^ G(^) -^ G"(l) -^ 0, il est representable dans (p-Gv/Ok) et on a un 
diagramme commutatif de suites exactes dans (p-Gt/Ok)'- 

















T 


T 






-^ 


G"(l 

T 


) ^ G" ^ 
T 


G(2) ^ 




-^ 


G(3) 

T 
G' 

T 




^ G ^ 

T 
= G' 

T 




G(2) ^ 




! un diagramme 


commutatif de suites exactes de S'-modules: 
















i 




i 






7il^Mod(G"(l)) 


^ 


FiliMod(G") 


^ FiliMod(G(2)) ^ 





i 




i 


II 




Fil^Mod(G(3)) 


^ 


Fil^Mod(G) 


^ FiliMod(G(2)) ^ 





i 




i 






FiliMod(G') 


= 


FiliMod(G') 






i 










0, 











oia la surjectivite provient du deuxieme cas. II suffit done de montrer la surjec- 
tivite de Fil Mod(G) -^ Fil Mod(G^^') et on est ramene a la situation initiale 
avec {G',G") remplaces par (G'^',G^^'). On note alors G^^'(l) I'adherence 
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schematique du noyau de la multiplication par p sur G'^', G^^' = G^'^'/G^'^'{1) 
et G^^' = G Xq(2) G''^^(1), etc.: au bout d'un nombre fini d'iterations, on est 
ramene a une situation type deuxieme cas, d'oia le resultat. D 

Theoreme 4.2.1.6. Supposons p ^ 2, le foncteur Mod etahlit une 
anti- equivalence de categories entre la categoric {p-Gr/Ox) et la categoric 
(Mod/S). Le foncteur Gr en est un quasi-inverse. De plus, cette (anti-) 
equivalence preserve les suites exactes courtes des deux categories. 

Preuve. Par ce qui precede, il reste a montrer que les morphismes cano- 
niques A4 -^ Mod(Gr(7V4)) et G ^ Gr(Mod(G)) sont des isomorphismes pour 
tout M dans (Mod/S") et tout G dans {p-Gx/Ok)- Par (4.2.1.1) et (4.2.1.5), 
si ^ M.' ^ M. ^ M." -^ est une suite exacte dans (Mod/S*) (resp. 
— > G' — > G ^ G" — > une suite exacte dans {p-Gx/Ok)), on a un diagramme 
commutatif de suites exactes: 

M' -^ M -^ M" ^0 

Mod(Gr(X')) -^ Mod(Gr(7W)) ^ Mod(Gr7W")) ^ 

-^ G' -^ G -^ G" ^ \ 

i i i 

-^ Gr(Mod(G')) ^ Gr(Mod(G)) -^ Gr(Mod(G")) ^ / 

et par devissage, on se ramene a montrer ces isomorphismes pour un objet tue 
par p, ce qui est fait dans (3.3). D 

4.2.2. p-groupes dont le noyau de p" est plat pour tout n et groupes 
p-divisibles. On commence par un lemme d'algebre lineaire: 

Lemme 4.2.2.1. Soit A4 un S-module tel qu^on ait des isomorphismes de 
S-modules: M/pM ~ {S/pSf et pM ~ ®f=iS/p^'S {d,d',ni G N*). Mors 
on a aussi M ~ ®j(^jS/p"^^ S. 

Preuve. C'est la meme qu'en [Br3, 2.3.1.1] en remplagant le S de [Br3] 
par le S "ramifie" du present article, ce qui ne change pas les arguments. D 

Lemme 4.2.2.2. Soit G un objet de (p-Gx/Ok) tel que 

G(l) = Ker(p : G ^ G) 

est plat et soit M = Mod(G), alors pVA^M = VA^Mr\pM, Mod(G/G(l)) ~ 
{pM^pYil^MAi) eiMod(G(l)) ~ {M/pM,V\\^M/pF-\\^M,(i)i). 

Preuve. On a une suite exacte dans {p-Gx/Ok)'- -^ G(l) ^ G —> G 
d'ou, par (4.2.1.5), une suite exacte dans (Mod/S"): Mod(G) ^ Mod(G) -^ 
Mod(G(l)) -^ qui entraine V\\^M/pF\\^M "-^ M/pM. Le reste est clair. D 
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COROLLAIRE 4.2.2.3. Soit G un objet de {p-Gt/Ok) dont le noyau de 
la multiplication par p" est plat pour tout n, alors Mod(G) est un objet de 
(ModFI/5). 

Preuve. On fait une recurrence sur la (plus petite) puissance n de p qui 
annule G: c'est evidemment vrai pour n = 1 par (3.3.7). Par (4.2.2.2) et 
I'hypothese de recurrence, pMod(G) ~ Mod(G/G(l)) est dans (ModFI/S") et, 
par le cas n = 1, Mod(G)/pMod(G) ~ Mod(G(l)) est aussi dans (ModFI/S"), 
d'oii le resultat par (4.2.2.1). D 

On rappelle que si M est un objet de (ModFI/5), {p^ M,p^V\\^M,(t)i) 
et {M/p'^M,Vi\^M/p'Vi\^M,(t)i) sont encore des objets de (ModFI/S") pour 
tout entier r > 1 (cf. 2.1.1.3). 

Lemme 4.2.2.4. Soit M un objet de (ModFI/S") et G = Gr(X), alors, 
pour tout entier r > 1, G{r) = Ker(j)'' : G ^> G) est un objet de (p-Gt/Ok) et 
Mod(G(r)) ~ M/p'M dans (ModFI/5). 

Preuve. La suite — > p'^M. -^ Ai ^ A4/p'^A4 -^ est exacte dans 
(Mod/S), d'oii une suite exacte dans (p-Gr/OK) par (4.2.1.1): 

-^ Gt{M/p''M) -^ Gr{M) -^ Gr{p''M) -^ 0. 

Soit TW-^ ^ le noyau de la multiplication par p"^ sur A4 muni des Fil et (pi 
induits, la meme demonstration qu'en [Br3, 2.3.1.2] a partir de (2.1.1.3) (voir 
2.1.1.4) montre que Ai^P""' est encore un objet de (ModFI/S*), on a done une 
suite exacte dans (ModFI/S"): -^ M^p"^^ ^ M ^ p^M -^ qui induit 
une injection par (4.2.1.1) Gi{p'^M) •—> Gr(A4) d'oii une suite exacte dans 

{p-Gt/Ok): -^ GiiM/p'^M) -^ Gr{M) ^ Gr{M) qui donne le resultat. D 

On a done demontre: 

Theoreme 4.2.2.5. Supposons p ^ 2, V anti- equivalence de categories 
(p-Gi/Ok) —^ (Mod/5) (4.2.1.6) induit une anti- equivalence de categories 
entre la sous- categoric pleine de {p-Gv/Ok) formic des schemas en groupes 
dont le noyau de la multiplication parp'^ est plat pour tout n et la sous- categoric 
pleine (ModFI/S*) de (Mod/S*) formee des modules "a Facteurs Invariants" . 

Remarque 4.2.2.6. Si e < p — 2, tout p-groupe fini et plat satisfait la con- 
dition ci-dessus de platitude des noyaux ([Ra, 3.3.6]) et la categorie (Mod Fl/S) 
se retrouve dans ce cas equivalente a la categorie (Mod/S*), et meme abelienne 
(voir aussi Remarque 2.1.1.6). 

Rappelons ([BBM, 3.3.8]) qu'un groupe de Barsotti-Tate tronque d'echelon 
n > 2 est un objet de (p-Gv/Ok) annule par p" tel que pour tout r € {0, . . . , n}, 
Kerd)"^*" : G ^ G) = Im(p'' : G ^ G) (par exemple, si A est un schema 
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abelien sur Ok, ^[p"] = Ker(p" : A ^ A) est un groupe de Barsotti-Tate 
tronque d'echelon n pour tout n > 2). Cela entraine que le noyau de la mul- 
tiplication par p'^' sur G est plat pour tout r et que la bigebre de G est un 
Ox-module libre de rang p"*^ pour un entier d appele hauteur de G. De ce qui 
precede et de (3.1.1) et (3.2.5), on deduit par un devissage facile: 

COROLLAIRE 4.2.2.7. Supposons p ^ 2, V anti- equivalence de categories 
{p-Gi/Ok) —^ (Mod/S) induit une anti- equivalence de categories entre la 
sous- categoric pleine de (p-Gv/Ox) formee des groupes de Barsotti-Tate 
tronques d^ echelon n > 2 et de hauteur d et la sous- categoric pleine de (Mod/S) 
formee des Sn-modules litres de rang d. 

Soit H = U„£N.i^(n) un groupe p-divisible sur Spec(C'i4') et A4„ = 
Mod(i^(n)). On pose M = limMn, muni de Fil-'^A^ = lunFil^Mn et de 

n n 

01 : Fil^A^ -^ M induit par 0i : Fil^A^„ -^ Mn- 

Lemme 4.2.2.8. M est un module fortement divisible (2.1.1.8). 

Preuve. De (4.2.2.7), on deduit que Mn est un 5n-module libre de type 
fini et M-n-i — -Mn/p^^^Mn, d'oia le fait que Ai est un S'-module libre de type 
fini. Si a: G A4 est tel que px G Fil A^, on a pour tout n > 2, px ^ pFil Mn 
puisque pFil^X„ = pMn n YW'^Mn (4.2.2.2), d'oii x G Fil^Al„_ipour tout 
n G N*; i.e. x G Fil M. On en deduit un isomorphisme Fil A^/pFil M ^ 
Fil Ml. Comme (/>i(Fil Mi) engendre Mi sur 5*1 par (3.3.7), un devissage 
facile utilisant la completude de M pour la topologie p-adique montre que 
(t)i{V\\^M) engendre M sur S. U 

Theoreme 4.2.2.9. Supposons p / 2, le foncteur: 

H ^ (lirnMod(i7(n)),limFil^Mod(i7(n)),lim(/)i 



etablit une anti- equivalence de categories entre la categoric des groupes 
p-divisibles de hauteur d sur Spec(C'x) ei la categoric des modules fortement 
divisibles de rang d. Le foncteur: 

M ^ \Jnm*Gi{M/p^M) 

en est un quasi-inverse. 

Remarque 4.2.2.10. Lorsque e = 1, il y deux manieres (equivalentes) 
de retrouver la classification originale de Fontaine-Laffaille. La premiere con- 
siste a utiliser [Br3, 2.3.1.2] qui montre que (Mod/S*) = (ModFI/S*), puis 
[Br4, 4.4.1] qui montre que le foncteur naturel de la categoric de Fontaine- 
Laffaille MF^tor dans la categoric (Mod/S) est une equivalence (I'operateur A^ 
ne jouant aucun role dans la preuve). La deuxieme consiste a reprendre toutes 
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les demonstrations de cet article en remplagant la base £"„ = Spec{Wn{u)) 
par la base Spec(W„) (ce qui les rend plus simples !). On voit que les deux 
manieres sont equivalentes en passant d'une base a I'autre par la Heche evidente 
de Wn-algehies: Wn -^ Wn{u) ce qui revient, du cote modules, a tensoriser 
par Wn{u) et prendre les structures "produit tensoriel". 

Remarque 4.2.2.11. On pent bien sur choisir d'autres relevements du 
Frobenius sur S que (piu) = vP (qui a ete choisi pour simplifier les calculs). 
Attention cependant qu'un relevement quelconque ne marche pas toujours (du 
moins si Ton veut garder des objets de '(Mod/S")). Par exemple, si e = 1, 
vr = p et 0(u) = n^ + p, on a 4>i{u — p) = 7p('u) ^ S* et ce relevement ne 
convient pas. Par contre, tout relevement de la forme (piu) = n*'(l +ps{u)) ori 
s{u) € S marche. 

Remarque 4.2.2.12. Les amateurs de log-structures pourront s'essayer a 
rajouter un operateur de monodromie N sur les objets de (Mod/5), dans le 
style de [Br3], et voir si Ton pent etendre les equivalences ci-dessus en rem- 
plagant les categories de schemas en groupes par des categories convenables de 
"log-schemas en groupes" au sens de Kato ([Ka]). 

Remarque 4.2.2.13. On pent egalement se demander si ces equivalences 
ne se "faisceautisent" pas sur des bases plus generales que Ok-, par exemple 
des bases lisses sur Ok- Le cas Ok = W a ete fait avec cette generalite par 
Fallings ([Fal, 7.1]). 



5. Groupes p-divisibles et modules faiblement admissibles 

On montre que pour A; C Fp et p 7^ 2 toute representation cristalline de 
Gal{K/K) a poids de Hodge- Tate entre et 1 provient d'un groupe 
p-divisible sur Ok et que certains {(p, A^)-modules filtres faiblement admissibles 
de Fontaine sont admissibles. 

5.1. Quelques rappels. On renvoie a [Fo5] pour tout ce qui concerne les 
representations semi-stables et cristallines et les {4>, A^)-modules filtres. Rap- 
pelons simplement qu'un ((p, A^)-module filtre D est dit faiblement admissible 
si, pour tout sous-module D' de D stable par (p et N et muni de la filtration 
induite, le polygone de Hodge de D' est en dessous du polygone de Newton et 
si pour D ces deux polygones ont de plus memes extremites. Le (cp, A/')-module 
filtre est dit admissible s'il "provient" d'une representation semi-stable. Colmez 
et Fontaine viennent de montrer que ces deux notions sont equivalentes ( [CF] ) . 
Nous redemontrons ci-dessous (differemment) une partie de ce resultat. 
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On reprend I'anneau S de (2.1.1) en enrichissant ses structures: on le 
munit de I'unique VF-derivation N continue pour la topologie j»-adique telle 
que N{u''') = —iu^ et, pour r entier > 1, on definit Firs' comme la completion 
p-adique de I'ideal engendre par les 'ji{E{u)) = —jr- pour i > r. On verifie que 
N<P = p(j)N, N{FiVS) C Fir-^S et, pour < r < p - 1, (j){FiVS) C p^'S. On 
pose Skq = S ^w ^0 et on etend par i^o-linearite (ou semi-linearite) toutes 
ces structures a Skq- On definit aussi S = VF[[u, ^]] C S: T, est stable 
par (j) et N et on le munit de la filtration induite FiFS = S n FiFS*. On 
pose TiKo = Kq (^y/ S muni des (j) et N deduits par extension des scalaires et 
FiVJ^Ko = Ko <^w Firs. 

Soit D un {(/), N)-module filtre tel que Fil^D^ = Dk et F[V+^Dk = 
avec r < p — 1 oil Dk = K ®K(, D. On lui associe un S"/^;, -module filtre T> 
avec Frobenius (j) et monodromie N de la fagon suivante: V = Skq ^Kq D, 
(t> = 4>0(j), N = N(^ Id + Id (S)N, Fil°P = P et, si i G N, FiP+^P = {x € 
V \ N{x) e FiPP et U{x) G FiP+^D^} oil U : V ^ Dk, s{u) x ^ s{7r)x si 
s{u) G Sko et X G D. On pose egalement Pe = S/^-,, (g)KQ D C Sko (^Ko D = V 
muni des structures induites par T) {(f), N et filtration). 

Definition 5.1.1. Un pseudo-module fortenient divisible de T> (resp. de 
Ps) est un sous-S'-module M. deV (resp. de V^) stable par et A^ et verifiant 
les trois proprietes: 



(1) M. est de type fini sur S (resp. sur S), 

(2) Ko^wM^V (resp. Ps), 



(3) 4>{M n FiW) C p^'M et —{MnFiVV) engendre M sur S (resp. sur 

S). 



Nous etendons maintenant la definition 2.1.1.8 des modules fortenient di- 
visibles: 

Definition 5.1.2. Un module fortement divisible de V (resp. de T>y) est 
un pseudo-module fortement divisible de V (resp. de Vy) qui est de plus libre 
en tant que S (resp. S)-module. 

C'est bien une generalisation des modules consideres en (2.1.1.8) car: 

Proposition 5.1.3. (1) Tout module fortement divisible M. au sens de 
(2.1.1.8) peut etre muni d^un unique endomorphisme W-lineaire N tel que 

N{sx) = N{s)x + sN{x) {s e S, X e M), N^i = (f)N = i0i o {E{u)N) et 
N{M) C E.>i ^M (c/. 2.1.1 pour q{i)[). 
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(2) Pour Ai comme en (1) muni du N canonique, il existe un unique 
(p-niodule filtre D tel que le S K^i-fnodule V associe a D par la recette precedente 
sHdentifie, avec toutes ses structures, au module Ad (^w Kq. 

Preuve. (2) est demontre dans [Br7, 6], on montre done uniquement (1). 
Prouvons I'existence de N. Soit (ei,...,erf) une base de A4 sur S telle que 
Fil^X = (e^^i^Fil^^Ci) e {ef=di+iSei) (cf. 2.1.1.9). Notons Xi = E{u)ei si 
< i < di et Xj = ej si di + 1 < i < d. Puisque M. est fortement di- 
visible, {4>i{xi))i<i<_d est encore une base de M. sur S. Soit I le complete 
p-adique de I'ideal de S engendre par les -j^ pour i > 1, i.e. le noyau de la 
surjection S ^> W qui envoie u et ses puissances divisees sur 0. Definissons 
A'^o : -^ ^ -^ comme I'unique derivation telle que A'o(i;^i(xj)) = pour 
tout i (i.e., Nq{^ Si(f)i{xi)) = '^N{si)4)i{xi)). On a clairement Nq{AA) C 
IM. Definissons par recurrence Nn : M ^ AA pour n > 1 comme I'unique 
derivation telle que Nn[4>i{xi)) = 4>{Nn-i{x.i)) pour tout i. On verifie (par 
recurrence) que {Nn — Nn^i){Ad) C (t/''{I)AA oh 0"(/) est le complete p-adique 
de I'ideal de S engendre par les ^^^j^ pour i > \. Comme (f>"'{I) C p^^'^'S avec 
i(n) ^ + oo quand n ^ + oo, A^^ converge pour la topologie p-adique vers 
une derivation N : M ^ M telle que N{M) C IM et N4>i{xi) = (t){N{xi)) 
pour tout i, i.e. A^^i = (pN . L'unicite d'une telle derivation est facile et est 
laissee au lecteur (s'il y en a deux, considerer leur difference). D 

Ainsi, les modules de (2.1.1.8) correspondent au cas particulier r = 1 et 
A^ = sur D dans la definition (5.1.2). Si on pense a TW comme provenant 
d'un groupe p-divisible sur Ok-, D n'est autre que le module de Dieudonne de 
ce groupe p-divisible. Dans [Br5], il est demontre le resultat suivant: 

Theoreme 5.1.4 ([Br5, 2.3.2.5, 3.2.1.5, 3.2.4.8]). Soient D, V et Ps 
comme au debut de cette section. Si D est faiblement admissible, alors D 
{resp. Vy,) contient un pseudo-module fortement divisible. Si V (resp. Ps) 
contient un module fortement divisible, alors D est admissible. 

Je conjecture que T) et T>y, contiennent toujours un module fortement 
divisible des que D est faiblement admissible et FiF^ Dk = (et A; seulement 
suppose parfait). C'est un theoreme si FiF^^Dx = oii er < p— 1 ([Br5, 1.3]) 
et aussi si Fil Dk = et fc C Fp comme consequence de (5.3.2) et (4.2.2.9). 

5.2. Modules faiblement admissibles et modules admissibles. Soit D un 
(0, A'^)-module filtre faiblement admissible tel que Fil D^^ = Dk et FiF^ Dk 
= avec r < p — 1. Soient V (resp. Vy,) le 5i^g -module (resp. Sj^g -module) 
associe a D, M un reseau de D stable par A^ et Mq = E ®\y M. Definissons 
par recurrence pour i entier positif ou nul A^i+i comme le sous-S-module de 
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Vs engendre par ^{M.i nFirDs)- Pour tout i, M.i+i est stable par N car, si 
X G A^i n FifPs, on a E{u)N{x) G TWi n FIFPe et: 

p*^ (p[E{u)) p^ (j){E{u)) c 

Par ([Br5, 3.2.3.2], Mi+i est libre sur S et Kq f^l^ -A/^i+i ^ ^s- 

Lemme 5.2.1. Supposons k C Fp. Avec /es notations precedentes, 
r ensemble {S <S>y, Aii,i € N} est fini. 

Preuve. Soit M. un pseudo-module fortement divisible dans D^ (cf. 5.1.4), 
quitte a faire une homothetie sur M.^ on pent supposer p'^^Ai C A4o C Ai pour 
un no >> 0. Comme A^ est engendre par ^{A4 n FiFDs), on a encore pour 
tout i: p""A4 C A^i C A4. Soit M le sous-S'-module de V engendre par A1, il 
suffit de montrer que Tensemble {Aii,i € N} est fini, oil Mi designe I'iniage 
de ^Ai dans M /p^^N . Remarquons que si Ton munit M/p'^°M des FiF et (pr 
quotients, on a Ali+i engendre par (f)r{Mi n ¥\Y {M / p^'^ M)) . Si k est fini, 
le resultat est clair puisque les M.i sont tons des sous-modules de I'image de 
M (^s S/p"oS dans M/p'^'-'Af, image qui n'a qu'un nombre fini d'elements. 
Si /c C Fp n'est pas fini, on pent toujours se ramener au cas d'un corps fini 
en remarquant que dans Af/p"'°M, Fif, cpr et M-o se definissent a partir d'un 
nombre fini d'elements de AA/j»""7V, ne faisant done intervenir qu'un nombre 
fini d'elements de Fp, c'est-a-dire une extension finie (suffisamment grande) 
de Fp. D 

Exemple 5.2.2. Supposons p 7^ 2 et soient Kq une extension finie non 
ramifiee de Qp et i^ = i<'o[vr] oir 7rP+^ = p. Soit D = K^ei © i^oe2 avec 
N{ei) = N{e2) = 0, ,/.(ei) = 62, ^(es) = pei, Vi^Dk = Dk, FU'Dk = 
K^nei + 62) et Fil Dk = 0: on verifie que D est bien faiblement admissible 
et que Fil^Ps = ^Ko{uei + 62) + (uP^^ - p)Vt.. On choisit M = Wei © We2, 
done S (8>s A^o = Sei © Se2- L'algoritlime ci-dessus donne: 

yP 

S'OeAIi = S'(ei-h— e2)©S'e2, 

p 

S®Y.M2 = S{ei + 62) © Se2 ou u'2 = -1 + n^ + G S* , 

PW2 P 

S (8)s M3 = 5(ei H 62) © Se2 ou -ws = 1 -^ + ——o — -r G S*, 

pw3 uP — 1 p{uP — 1) 

S®y.Ma = 5(ei H e2)©S'e2 = 5'©E Al2- 

PW2 
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Un calcul montre que 5 (g)E 7V42 + S (Xis -^^3 = •S'ei + 5*62 + S^e2 C V est un 
pseudo-module fortement divisible. II n'est clairement pas libre. 

Remarque 5.2.3. Le lemme (5.2.1) est trivialement faux (en general) si 
on enleve I'hypothese k C Fp. 

Theoreme 5.2.4. Supposons k C Fp et soit D un {(p, N)-module filtre 
faiblement admissible tel que V\\^{D®KoK) = D^KqK etV\W~'^{D®KoK) = 0, 
alors D est admissible. 

Preuve. Soit A/^ = 5 (g)s Mi. Comme 5 = S + Y\Y S ([Br5, 3.2.1.1]) et 
^(FiFS*) C p''S', on voit que A/"j+i est encore le sous-S'-module de V engendre 
par ^(A/i n FiFP). Par (5.2.1), I'algorithme Ni — > A/i+i se resume done a 
Ml ^ M2 -^ ■■■ ^ Nc -^ Mi^ pour un C >> et un io G {1, • • • , C}. 
Quitte a partir de A/ig au lieu de A/i et a changer la numerotation, on a done 

Mi^N2^ >Nc^Mi. Soit D^^^ =D®D®---®D{C fois) muni de 

FIPdJJ^^ = Y'lfDK e ViVDk e • • • e ViVDk, de N defini par 



N{di ®...Q)dc) = N{di) © • • • © N{dc) 

et de (f) defini par 

(pidi © ^2 © • • • © dc) = (t>{dc) © (l>{di) © • • • © (pidc-i). 

On verifie que Ncf) = p(j)N de sorte que D^^' est encore un (0, A^)-module filtre 
avec Fil°L»if ^ = D^f ^ et Fir+^Z^Jf ^ = 0. Soit p('^) le S/^^-module filtre associe 
a D^'~">. Comme la filtration sur T) ne depend que de A^ et de la filtration sur 
D, on voit que si on oublie le Frobenius: P^*^) ~ D © • • • © P en tant que 
{N, S'i^iJ-module filtre. II est alors clair que Mi © • • • © Mc est un S*- module 
fortement divisible de T)^^' et done que D^'~"' est admissible par (5.1.4). Par 
ailleurs, on a une surjection s : D^^' — > D de {(f), A^)-modules filtres definie par 
s{di © • • • © dc) = di + ■ ■ ■ + dc- Comme D est faiblement admissible, le noyau 
de cette surjection est faiblement admissible ([Fo5, 4.4.4.iii]), done admissible 
([Fo5, 5.6.7.vii]), d'oii on deduit que D est admissible. D 



5.3. Groupes p-divisibles et m^odules faiblem^ent adm^issihles. Rappelons 
k/pOk) 



que Acris = limVF„(OWpO;^)DP (cf. [FM, 1.1.3]), S+, = ylcris (^w Kq et 



qu'on a une injection canonique K ®Ko B'^ris ^^ B^R ^^ ^^i permet de munir 
K (^Ko -^CTis ^^ ^^ filtration induite par i?J^ (voir [F06, 4.1]). 

Lemme 5.3.1. Soit D un cp-module filtre faiblement admissible tel que 
Fil Dk = Dk et Fil Dk = 0. Soit T> son SK(^-module associe et supposons 
que V contienne un module fortement divisible Ml. Soit H le groupe p- divisible 
associe a M. par (4.2.2.9) (en oubliant V operateur N), alors TpH ^j^ Qp 
~ Homj-; p;[l^(L', S^jg) oil Vindice signifie qu^on prend les applications 
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Ko-lineaires qui commutent au Frobenius et respectent le Fil^ apres extension 
des scalaires a K. 

Preuve. Soit A^ns = lini (9^'"!^((9-y). En utilisant la formule precedente 
pour Acris et un argument similaire a la preuve de (2.3.2), on voit que ^cris 
s'identifie au complete pour la topologie p-adique de ^cris[ "i J^gN ou vr est 
un element de A^ris fabrique a partir d'un systeme compatible de racines p" 
de vr (cf. [Br5, 2.2.2]). Par ailleurs, on a un plongement naturel ^cris-lineaire 
de ^cris dans I'anneau Agt de [Br5, 2.2.2] en envoyant ^| sur ^f (!)• 
On s'en sert pour munir A^ns de la filtration et du Frobenius induits. En 
particulier, ~r G FiPAcris- Si H = {H{n))n^-^, on a par construction du 
foncteur en (4.2.2.9) et (4.2.1): 

TpH = lunH{n){Oj^) = limHom(^^ p,i)(>(/p">(, 0-j?(0^)) 

- Hom(^^^piii)(X,^cris) 

ou I'indice signifie qu'on prend les applications S'-lineaires qui commutent a 
01 et respectent le Fil^ Done TpH 0Zp Qp - Hom(^pjii)(P,^cris[|])- En 
utilisant la bijectivite du Frobenius sur D et le fait que (j){u — vr) = u^ — vr^, 
on verifie que se donner un element de Hom/^ pjii-)(D, Acris[^]), c'est se donner 
une application f de D dans -B^is -f^o-lineaire et compatible au Frobenius telle 
que I'application S'i^g -lineaire qu'on en deduit deV = Skq ^Kq D dans Acris[^] 
est compatible au Fil . Mais on a un diagramme commutatif: 

Sko(^KoD ^^ Sk„ (^KoAcrisil] ^ ^s[|] 

K®K,D '^ K®K,B+,, ^ Bj^ 

oil les fleches verticales envoient u sur vr et on verifie que x G Fil^(Acris[^]) 
(resp. X G Fil^(S'xo '^■'^'o -^)) ^^ ^* seulement si fn{x) € Fil"^i?J^ (resp. fTr{x) G 
Fil (K (>SiKo D)). II est done equivalent d'etre compatible au Fil en haut ou 
en bas, d'ou le resultat. D 

Theoreme 5.3.2. Supposons p y^ 2, k QFp et soit V une representation 
p-adique cristalline de Gsi\{K / K) a poids de Hodge-Tate entre et 1. Alors il 
existe un groupe p-divisihle H sur Ok tel que V ~ TpH (g)2 Qp ou TpH est le 
module de Tate de H. 

Preuve. Soit V une representation cristalline comme dans I'enonce et 
D = HomcaK^) -^CTis) ^'-'^ module filtre admissible associe. On reprend la 
preuve du theoreme (5.2.4) avec ce D: d'apres (5.1.4) le module D^'-"^ est 
admissible, d'apres (4.2.2.9) le module fortement divisible TVi © • • • © Mc cor- 
respond a un groupe p-divisible sur Ok, et d'apres (5.3.1) la representation 
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cristalline V^'-^' = Hom^- ^ Fii^l-^ ' -^cris) 'i^^ ^^ theorie de Fontaine associe au 
module admissible D^'^' est le module de Tate tensorise par Qp de ce groupe 
p-divisible. Mais V est naturellement une sous-representation de V^'-'', done V 
est aussi le module de Tate tensorise par Qp d'un groupe p-divisible sur Ok par 
[Ra, 2.1 et 2.3.1] ou [Ta, Prop. 12]. D 

On a done finalement, puisque le module de Dieudonne d'un groupe 
p-divisible est toujours faiblement admissible: 

COROLLAIRE 5.3.3. Supposons p ^ 2 et k Q Fp. Le foncteur ^^module 
de Dieudonne''' induit une {anti-) equivalence de categories entre les groupes 
p-divisibles sur Ok d isogenic pres et les (p-modules filtres faiblement admis- 
sibles D tels que Fil°(D ®Ko K) = D ®Ko K et Fil^iD (g)Xo K) = 0. 

Signalons enfin le corollaire: 

COROLLAiRE 5.3.4. Supposons p ^ 2 et k CI Fp. Soient A une variete 
abelienne definie sur K et Vp{A) son module de Tate tensorise par Qp. Alors 
A a reduction semi-stable {resp. bonne reduction) sur Ok si et seulement si 
Vp{A) est une representation semi-stable {resp. cristalline) de Gal{K /K). 

Preuve. Les implications "A a reduction semi-stable (resp. bonne reduc- 
tion) entraine Vp{A) est une representation semi-stable (resp. cristalline)" sont 
classiques et bien connues (et dues a Fontaine). Soit Tp{A) le module de Tate 
de A et supposons Vp{A) cristalline, alors par (5.3.2) et [Ra, 2.1, 2.3.1], Tp{A) 
provient d'un groupe p-divisible sur Ok et par (SGA7 expose IX cor. 5. 10) A 
a bonne reduction sur Ok- Supposons Vp{A) semi-stable non cristalline et 
soit D le module admissible a pentes positives associe a Vp{A). Comme Vp{A) 
n'est pas cristalline, I'operateur N sur D est par definition non nul et comme 
les pentes du Frobenius sur D sont entre et 1, on verifie facilement que les 
pentes sur N{D) sont toutes nulles et que N'^{D) = 0. Par la condition de 
faible admissibilite, Fil {N{D) (^Ko K) = et N{D) est admissible, done aussi 
D/N{D). Soit V' C VpiA) la sous-representation cristalline correspondant 
a D/N{D), alors Vp{A)/V' correspond a N(D) et est aussi cristalline. Soit 
T' = V nTp{A), alors par (5.3.2) et [Ra, 2.1, 2.3.1], T' et Tp{A)/T' sont 
les modules de Tate de groupes p-divisibles sur Ok et par (SGA7 expose IX 
prop. 5. 13. c) A a reduction semi-stable sur Ok- □ 

Remarque 5.3.5. Le corollaire ci-dessus etait deja connu (pour k par- 
fait et p quelconque) dans le cas e < p — 1 comme consequence de [Lafl] et 
dans le cas de bonne reduction ([Mo] si A est potentiellement un produit de 
jacobiennes, [CI] pour le cas general de bonne reduction). 
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